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A-1-1 Semafory

Toto je zjavne uloha o najkratsich cestdch v grafe, v rieseni budeme preto pouzivat grafovi terminolégiu:
krizovatky sa vrcholy grafu a cesty st orientované hrany medzi nimi.

Pred ¢itanim jej rieSenia sa obozndm s prehladédvanim do $irky https://www.ksp.sk/kucharka/bfs/ (Co je zé-
kladny algoritmus, ktory mézeme pouzit, ked maji vsetky hrany rovnakt, resp. jednotkovi diiku) a s Dijkstro-
vym algoritmom https://www.ksp.sk/kucharka/dijkstra/ (ktory mézeme pouzit, ked maji hrany Iubovolné
nezaporné diéky). Nase rieSenie stutaznej tlohy bude vhodne vyuzivat a upravovat tieto algoritmy.

Praca so semaforom

7 parametrov semaforu a konkrétneho ¢asu vieme v konstantnom case spocitat, aké svetlo na nom svieti a tiez
to, kedy bude najblizsie zelena.

Pripomenme si, Ze semafor ma Styri parametre: Casy zelenej a Cervenej (z a ¢), pociatoény stav a ¢as udavajuici,
kedy sa semafor najblizSie prepne (f).

Cyklus semaforu mé zjavne dizku z + ¢. Dohodneme sa, Ze za zadiatok cyklu budeme povazovat vidy okamih,
kedy naskoci zelena. V ramci kazdého cyklu najskor z sekind svieti zelend a potom c sekind cervena.

Kedy zacinaja cykly konkrétneho semaforu? Ak na tiom na zaciatku (v ¢ase 0) svieti Cervend, td sa v case f
prepne na zelentd a tym zacne novy cyklus. Ak méa semafor na zaciatku zelenu, té sa v ¢ase f prepne na Cerveni
a potom v Case f + ¢ naspét na zeleni a mame zaciatok cyklu.

Ak uz pozname jeden cas ty, kedy zacal cyklus, vieme urcit aj vSetky ostatné — lisia sa od ty o celociselné
ndsobky (r + ¢).

A teraz uz sme pripraveni na hlavné otazky, ktoré nas zaujimaji. Predstavime si, Ze sme ku semaforu prisli v
(celoéiselnom) case t. Kde v jeho cykle sme? Pozrime sa na hodnotu ¢ — tg. Ak ide o nasobok r + ¢, sme prave
na zaciatku cyklu — ¢ sa od tg lisi o dotycény nasobok r + c. Takze zvysSok, ktory dava tato hodnota po deleni
r + ¢, ndm hovori, kde v cykle semaforu sa préve nachddzame. Ak (t — tg) mod (r + ¢) < r, eSte svieti zelen4.
Pre (t — to) mod (r 4+ ¢) = r prave naskodila Cervend a pre eSte vic¢Sie hodnoty sme v ¢ervenom intervale.

Ak svieti zelend, mozeme cez semafor rovno prejst. Ak nie, vieme, ze najblizsie zelend zasvieti, ked bude pre novy
Cas t' platit, ze t' —ty je ndsobkom r+-c. Inymi slovami, musime pockat r+c—z sekind, kde z = (t—ty) mod (r+c)
je aktualny zvysok.

(Technickd poznamka na zéver: v niektorych programovacich jazykoch, ako napr. C a C++, je operdtor modulo
implementovany tak, Ze pre zaporni hodnotu delenca vracia zéporny vystup. Ak chceme na vystupe vzdy
hodnotu od 0 po r 4+ ¢ — 1, treba si daf pozor, aby sme modulo pouzivali len na nezaporné vstupy. To vieme
dosiahnut napr. tak, Ze namiesto hodnoty t — tg pouzijeme hodnotu ¢ — tg + (r + ¢), ktord déva rovnaky zvysok
a je zarucene kladna.)

Stru¢ne o pomalsich rieSeniach

Ak vsetky semafory vzdy svietia na zelend, stac¢i ndm priamo pouzit Dijkstrov algoritmus a najst najrychlejsiu
cestu.

Ak st vSetky casy prechodov po hranich malé, vieme graf prerobit na taky, v ktorom kazda hranu vieme prejst
za 1 sekundu. (Napr. hranu diiky 3 si vzdy vieme vlozenim pomocnych vrcholov rozdelit na tri jednotkové
hrany.)

Ak je takto zostrojeny graf dostatoéne maly, mozeme tilohu vyriesit priamociarou simuldciou vSetkych moznosti
naraz: zaCinajic od ¢asu 0 si postupne pre kazda sekundu zostrojime mnozinu vrcholov, v ktorych sa mozeme
nachadzat. Ked uz pozndme tito mnozinu pre c¢as ¢, pre ¢as 7 + 1 ju zostrojime tak, ze sa pre kazdy vrchol,
v ktorom sme mohli byt, pozrieme na vsetky hrany, ktoré z neho vedu, a pre kazdu zistime, ¢i po nej v danej
chvili smieme prejst.

Pri tomto type rieSenia si nasledne mdzeme vSimnut, ze akondhle prvykrat dosiahneme nejaky vrchol, vieme
tam zostat Tubovolne dlho cakat, a teda v nom vieme byt aj hocikedy neskor. Pre kazdy vrchol grafu nam preto
staci zistit najskorsi cas, kedy v nom vieme byt. Toto si vieme v grafe s jednotkovymi hranami vypocitat vhodne
upravenym prehladavanim do sirky.

Iné, podobne efektivne vylepSenie, je, Zze pre kazdy vrchol si moézeme pamétat, ktorymi hranami sa ndm uz z
neho podarilo na zelent odist, a ked sa nam to podari pre vsetky z nich, mézeme tento vrchol vo zvysku rieSenia
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ignorovatf.

Vzorové riesSenie

Popiseme si, ako upravit Dijkstrov algoritmus, aby fungoval pre grafy so semaformi bez zhorsenia asymptotickej
casovej zlozitosti.

Inicializécia algoritmu: najlepsi znamy c¢as 7, v akom vieme byt v kazdom vrchole, nastavime na nulu pre start
a na nekone¢no pre vietky ostatné vrcholy. Ziaden vrchol este nie je oznaceny ako hotovy.

Odteraz algoritmus bezi v cykle. Kazda iteracia cyklu vyzera nasledovne:

1. Spomedzi vrcholov, ktoré este nie st hotové, vyberieme ten s najmensim casom. Vrchol si oznac¢ime v;
najmensi ¢as, kedy don vieme prist, je 7.

2. Vrchol v oznac¢ime za hotovy.

3. Pre kazdu hranu ¢ vedtcu z vrcholu a; = v do nejakého iného vrcholu b; = w spravime nasledovnu tvahu:
Vypocitame si najblizsi ¢as £, vacsi alebo rovny 7,, kedy do tejto hrany budeme vediet vojst. K tomu
pripocitame Cas t; potrebny na prejdenie po nej. Takto sme prave objavili novy sposob, ako sa dostat do
w v Case &, + t;. Ak je doterajsia hodnota t,, vicsia, zmensime ju na prave vypocitani lepsiu.

Rovnako ako pri klasickom Dijkstrovom algoritme si vieme este nehotové vrcholy pamétat vo vhodnej efektivnej
dédtovej struktire (usporiadanej mnozine alebo prioritnej fronte), aby sme v kroku 1 cyklu vedeli efektivne néjst
ten z nich, ktory mame v tomto cykle spracovat. V kroku 3 potom samozrejme potrebujeme v tejto datovej
struktire prislusne upravit zaznam o vrchole w, ak mu zmenime hodnotu 7.

Dokaz spravnosti bude vyzerat tiez velmi podobne klasickému algoritmu. Pritomnost semaforov nam sice v
priebehu riesenia meni dféky hrén v nasom grafe, ale na korektnost algoritmu to nebude mat vplyv.

Tvrdime nasledovné: Po kazdom pocte iterdcii cyklu (aj nula) plati, Ze pre kazdy hotovy vrchol v je 7, presne
rovné najkratsiemu casu, za ktory sa vieme dostat do v, a pre ostatné vrcholy plati, ze 7, je najkratsi Cas, za
ktory sa vieme dostat do v, ak po ceste smieme navstivit len hotové vrcholy.

NavySe plati, ze pre Iubovolny hotovy vrchol f a Iubovolny nie-hotovy vrchol g plati 74 < 7,4. (Z toho nésledne
vyplyva, ze ked si vSetky vrcholy vypiseme v poradi, v akom boli prehldsené za findlne, tak budd zaroven
usporiadané podla ich koncovej hodnoty 7.)

Tieto tvrdenia si dokdzeme matematickou indukciou podla poctu iteracii cyklu. Na zaciatku to zjavne plati.
Pozrime sa teraz na Tubovolnt jednu iteraciu cyklu, pricom predpokladame, ze na jej zaciatku plati vyssie
uvedené tvrdenie. Ukazeme si, ze potom bude platit aj na jej konci.

V kroku 1 spomedzi vrcholov, ktoré este nie sii hotové, vyberieme v s najmensou hodnotou 7,. Tato hodnota
skuto¢ne uz musi byt findlna. Z indukéného predpokladu vieme, Ze 7, je najmensi Cas, za ktory do v vieme prist
len cez hotové vrcholy. No a ziadna ina lepsia cesta do v uz nemdze existovat. Totiz ked zoberieme hocijaki int
cestu, na nej budud aj nejaké iné vrcholy, ktoré este nie st hotové. Oznac¢me w prvy z nich. Potom uz len tsek
od Startu po w trva (aspon) 7, ¢iZe aspon tolko ako aktudlne 7,. (To isté slovne: cez iny nie-hotovy vrchol sa
uz nevieme rychlejsie dostat do v, kedZe uz samotna cesta do toho vrcholu ndm trvé aspon rovnako dlho.)
Najdeny vrchol v teda skuto¢ne v kroku 2 mozeme prehlasit za hotovy.

Teraz sa nam teda zmenila mnozina hotovych vrcholov, ¢o ale znamend, ze sa mézu zmenit hodnoty 7 pre
vrcholy, ktoré este nie st hotové — teraz uz cesty do nich moézu prechadzat aj cez v.

Zjavne ale staci uvazovat také cesty, na ktorych je v posledny hotovy vrchol. Totiz ak by sme z v pokracovali
dalej do iného hotového vrcholu x, prisli by sme tam v case vacSom ako 7,. Lenze my sme x uz vyhlésili za
hotovy skor ako v, a teda nutne 7, < 7,. Inymi slovami, existuje lepsi sposob, ako sa dostat do x a neist pri
tom cez v.

Pre kazdy nie-hotovy vrchol w teda staci uvazovat nové cesty, pri ktorych najskor prideme cez samé hotové
vrcholy do v a potom prejdeme priamou hranou z v do w.

Tu si teraz zdéraznime vlastnost nasej ulohy, vdaka ktorej Dijkstrov algoritmus (s naSimi dpravami) stéle
funguje: nikdy sa ndm neoplati prist do nejakého vrcholu / prejst po nejakej hrane naschval
neskor. Ak vieme prist do vrcholu skor, ni¢ nepokazime, ked to spravime — najhorsie, ¢o sa ndm moze stat, je,
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7e budeme potom dlhsie ¢akat. Ak vieme vOjst na hranu, nemé zmysel ¢akat a vojst az neskér — nikdy nemdze
nastat situacia, kedy by sme na hranu neskor vosli ale skor z nej vysli.

Pre kazdd hranu z préave hotového vrcholu v do iného, este nie hotového vrcholu w teda ma zmysel uvazovat
len jedini moznost: najrychlejsie ako sa da sa dostaneme do v a nasledne najskoér ako vieme pouzijeme hranu z
v do w.

Pri implementécii s efektivnou ddtovou Struktirou mé toto rieSenie ¢asovi zlozitost O((n + m)logn). Totiz za
cely beh programu n-krat z datovej struktiry vyberieme dalsi vrchol na spracovanie a pre kazdt hranu vw sa
raz pozrieme na to, ¢i optimalna cesta do v nasledovana hranou do w nezlepsi 7,,. Ak sa tak stane, musime do
nasej datovej struktiry vlozit novy zdznam pre w. Dokopy teda méame nanajvys n+m operacii s nasou datovou
struktirou a kazdid z nich vieme spravit v ¢ase O(logn).

Nizsie uvddzame ukézkovi implementdciu v Pythone pomocou prioritnej fronty (implementovanej ako bindrna
halda).

Listing programu (Python)

from heapqg import heappush, heappop

class Hrana:
def __init__ (self, xxkwargs):
for key, value in kwargs.items():
setattr (self, key, value)

def cas_v_cieli(self, cas_na_starte):
'’’’ kedy najskor prideme na koniec hrany, ak vieme, kedy sme na jej zaciatku? ’'’
zvysok = (cas_na_starte + self.offset) % (self.zelena + self.cervena)
if zvysok < self.zelena:
return cas_na_starte + self.dlzka
else:
return cas_na_starte - zvysok + self.zelena + self.cervena + self.dlzka

# nacitame vstup
n, m = [ int(_) for _ in input () .split ()
G = [ [] for _ in range(n)
for mm in range (m) :
tokens = input () .split ()

start, ciel, dlzka, zelena, cervena = [ int(_) for _ in tokens[:5]
start, ciel = start-1, ciel-1
if tokens[5] == "Z':
offset = zelena - int (tokens[6])
else:
offset = zelena + cervena — int (tokens[6]

G[start].append( Hrana( ciel=ciel, dlzka=dlzka, zelena=zelena, cervena=cervena, offset=offset ) )

# inicializujeme Dijkstrov altoritmus

dist = [ 10x%18 for _ in range(n) ]
dist([0] =0
Q= 1]

heappush( Q, (0,0) )

# v cykle spracuvame vrcholy
while len(Q) > 0:
d, kde = heappop (Q)
# ak sme tento vrchol uz spracovali, len zahodime starsi (neoptimalny) zaznam o nom
if dist[kde] < d: continue
# prejdeme vsetky hrany iduce odtialto a prepocitame optimalne casy pre susedne vrcholy
for hrana in Glkde]:
kam, kedy = hrana.ciel, hrana.cas_v_cieli (d)
if kedy < dist[kam]:
dist [kam] = kedy
heappush( Q, (kedy,kam) )
if dist[n-1] == 10%%18:
print (-1)
else:
print (dist[n-11)

A-1-2 Pokazeny robot

Vstup si predspracujeme tak, ze kazdému ¢islu d; ddme znamienko: kladné ak sa hybeme na vychod, zaporné
ak na zapad. Vo vsetkych nizsie uvedenych rieseniach pouzivame takto upravené d;.
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RieSenie za 2 body

Ak k = 0, robot nerobi ziadne chyby. Sta¢i ndm teda pre kazdy p-prvkovy tusek prikazov zistit, o kolko robota
posunie. To po nasej uprave zodpovedd tomu, ze chceme zistit sicet p po sebe idicich hodnét postupnosti d a
ndsledne zobrat jeho absolitnu hodnotu. Toto vieme Tahko spravit v linedrnom ¢ase od n, teda v ¢ase O(n).
Jedno mozné rieSenie zac¢ne tym, Ze si v cykle spocita stcet d; + --- + d,, teda sti¢et prvého mozného tseku
prikazov. Nasledne k tejto hodnote pripoc¢itame d,41 a odpocitame d;, ¢im dostaneme stcet dy + - -+ + dpy1,
teda sicet druhého z tsekov, ktoré nas zaujimaju, a tak dalej.

Iné rovnako dobré riesenie dostaneme tak, Ze si spocitame prefixové sucty postupnosti d a z tych uz vieme v
konstantnom case zistit siicet lubovolného tseku.

RiesSenie za 6 bodov

Do vyssie uvedeného rieSenia teraz doplnime riesenie pre druhu a tretiu sadu vstupov.

Pre n < 1000 si moézeme dovolit kazdy p-prikazovy usek zvlast cely prejst a rozumne efektivne spracovaf.
Staci nam teda efektivne vyriesit jednoduchsiu tlohu: ako najdalej vieme dostat robota, ak mame postupnost
p prikazov, ktoré vSetky musi vykonat? Nadalej pritom plati, Ze nanajvys k z nich mézeme obratit.

Ak chceme dostat robota ¢o najdalej od jeho Startovej pozicie, mame na vyber dve symetrické moznosti: bud
ho dostaneme ¢o najdalej na vychod, alebo ¢o najdalej na zapad. Riesenie oboch je presne rovnaké a moézeme
nan pouzif ten isty algoritmus. Ukédzeme si rieSenie prvej moznosti. V tej mdme postupnost hodnét dy, ..., d,,
mdzeme nanajvys k jej C¢lenom zmenif znamienko a chceme na konci dostat sicet s ¢o najvicSou (kladnou)
hodnotou.

U takto sformulovanej tlohy by malo byt zjavné, ze ju vzdy vieme optiméalne vyriesit pazravo. V prvom rade sa
zjavne neoplati menit kladné ¢isla na zaporné (spravenie tejto operacie znizi sicet) a v druhom rade ak mame
na vyber viac ako k zapornych ¢isel, oplati sa na kladné zjavne zmenit tie s najvicsou absolitnou hodnotou.
Stadi si teda postupnost dy, . . ., d, usporiadat od najmensieho prvku po najvicsi a potom prvym k (alebo menej,
ak sa ndm mini zdporné cleny) zmenit znamienko zo zaporného na kladné.

Postupne vyriesime zv14st kazdy z n—p+1 tsekov. Pocet tsekov vieme teda zhora odhadniit ako O(n). Pre kazdy
usek ndjdeme jeho optiméalne rieSenie v ¢ase O(plogp), dokopy teda dostédvame riesenie s Casovou zlozitostou
O(nplogp).

(Logaritmu z ¢asovej zlozitosti sa vieme zbavit drobnou optimaliziciou: namiesto usporiadania postupnosti d
sta¢i pouzit linedrny algoritmus na ndjdenie k-teho najmensieho prvku.)

Vzorové riesenie

Skombinujeme teraz myslienky z oboch vyssie uvedenych rieseni. Z tplne prvého si zoberieme myslienku tzv.
sliding window (posuvného okna) — budeme sa postupne postvat po vstupnej postupnosti a optimélne rieSenie
pre novy usek vzdy prepocitame vhodnou upravou toho predchidzajiceho. No a zo 6-bodového riesenia si
zoberieme myslienku pazravého algoritmu, ktory ndm vyrobi optimélne riesenie pre konkrétny tusek.
(Nadalej budeme riesit len néjdenie sposobu, ako dostat robota ¢o najviac na vychod. V programe potom celé
toto riesenie pouzijeme dvakrat, pricom pred druhym pouzitim cely vstup oto¢ime ,hore nohami*.)

Co presne potrebujeme vediet o prave spraciivanom tiseku, aby sme vedeli povedat, aké méa optimélne rieSenie?
o Aky by mal tento usek sucet s, ak by sme ni¢ nemenili?

o Aky hodnotu z mé sicet k najmensich zdpornych prvkov v fiom (resp. sti¢et vSetkych zapornych prvkov,
ak ich je menej)?

Ked budeme poznat tieto dve hodnoty, odpovedou, ktort pre tento tsek hladdme, je zjavne s — 2z. (Napr. ak
pohyb o —3 zmenime na pohyb o +3, posunie sa tym nasa zaverecna poloha o 6 doprava.)

Hodnotu s si uz vieme udrziavat, teda prepocitat ju, ked sa posunieme na najblizsi dalsi isek. Aby sme vedeli
udrziavat aj hodnotu z, budeme si hodnoty v aktualnom tseku pamaétat v dvoch usporiadanych mnozinach.
V mnozine A budu tie prvky, ktoré nas zaujimaji — k najmensich zapornych, resp. vsetky zaporné, ak ich je
menej ako k. V mnozine B budu vsetky ostatné prvky. No a k tomu si este budeme explicitne pamétat samotni
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hodnotu z, teda sti¢et mnoziny A. Ten si upravime vzdy, ked zmenime mnozinu A. Napr. ak do nej pridame

novy prvok, pripoc¢itame nasledne jeho hodnotu aj ku zapamétanému stuctu z.

Aké zmeny potrebujeme spravit, ked sme skoncili spracovanie jedného tiseku vstupu a chceme sa posunit na

dalsi?

e Hodnotu d;, ktord prave nas usek opustila, odstranime z mnoziny, v ktorej sa nachédza.

e Ak sme hodnotu d; odstrénili z A a najmensi prvok v B je zadporny, presunieme ho z B do A, aby nadalej
platilo, Ze v.A méme k najmensich zadpornych prvkov.

o Hodnotu d;;p, ktord prave do nasho tseku pribudla, priddme do jednej z mnozin: ak je zapornd, do A, ak

nie je, do B.

o Ak m4 teraz A privela prvkov (presne k + 1), najvacsi z nich presunieme do B.

Kazdu z tychto operécii vieme spravif s usporiadanou mnozinou v ¢ase logaritmickom od poctu jej prvkov, ¢o
v nasom pripade vieme zhora odhadnit O(logp). Dokopy teda v tomto ¢ase spracujeme kazdy z O(n) tsekov,
¢im dostdvame celkovi ¢asovi zlozitost O(nlog p).

Listing programu (C++)

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <set>
#include <vector>
using namespace std;

int n, p, k;

vector<long long> D;

long long s, z;
multiset<long long> A, B;

// pridanie novej hodnoty x do spracuvaneho useku
void add(long long x) {

// zvacsime si sucet useku

s += x;

// ak je hodnota kladna alebo 0, vlozime ju do mnoziny B a sme hotovi

if (x >= 0) { B.insert(x); return; }

// zapornu hodnotu vlozime do mnoziny A, zvacsime si jej sucet

z +t= x;
A.insert (x);

// ak uz je mnozina A privelka, presunieme z nej najvacsiu ("najmenej zapornu") hodnotu do B

if (int(A.size()) > k) {
long long biggest = xprev(A.end());
A.erase( prev(A.end()) );
z —= biggest;
B.insert (biggest);

}

// odstranenie jednej hodnoty x zo spracuvaneho useku

void remove (long long x) {
// zmensime si sucet useku

s —= X5

// ak mame takuto hodnotu v B, len ju zahodime a sme hotovi
auto it = B.find(x);

if (it != B.end()) { B.erase(it); return; }

// inak ju urcite mame v A, odstranime ju odtial a prepocitame si sucet A

zZ —= X;
A.erase (A.find(x));
// prave sme zmensili A

// ak mame v B nejake zaporne cisla (to sa mohlo stat,

// presunieme najmensie ("najviac zaporne") cislo z B do A

if (B.empty()) return;
long long smallest = %xB.begin();
if (smallest >= 0) return;
z += smallest;
A.insert (smallest);
B.erase( B.begin() );
}

// najdeme optimalne riesenie smerom na vychod pre aktualnu postupnost D[]

long long solve() {
if (p == 0) return O;

len ak uz A bola "plna"),
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// do spracuvaneho useku dame prvych p prvkov, potom sa pozrieme na jeho optimalne riesenie
for (int 1=0; i<p; ++i) add( D[i] );
long long answer = s — 2%z;
// a nasledne vzdy spracuvany usek posunieme o 1 doprava a pozrieme, ci nove riesenie nie je lepsie
for (int x=1; x+p<=n; ++x) {
add( D[x+p-1]1 );
remove ( D[x-1] );
answer = max(answer, s - 2%z);
}
return answer;

}

int main() {
// nacitame vstup, v D[] si vyrobime znamienka podla smerov
cin >> n >> p >> k;
D.resize (n);
for (int i=0; i<n; ++i) {
string smer;
cin >> smer >> D[i];
if (smer == "Z") D[1] = -1;
}
// dvakrat pustime solve(): raz na povodnu postupnost, raz na otocenu

long long answer = solve();
for (auto &d : D) d = -d;
answer = max( answer, solve() );

) cout << answer << endl;

Vyssie popisané riesenie vieme implementovat aj v jazykoch, ktoré nemaji vo svojej standardnej kniznici efek-
tivnu implementéciu usporiadanej (multi)mnoZiny. Sta¢i ndm mat prvky mnoziny A uloZzené v maximovej a
prvky mnoziny B v minimovej halde. Jediny netrividlny krok takejto implementéacie je zmazanie prvku, ktory
odstranujeme. Ak si robime vlastni implementéaciu haldy, vieme to spravit tak, zZe si ku kazdému prvku pamé-
tame pointer, kde a v ktorej halde sa prave nachadza. Ak pouzivame knizni¢ni implementéciu haldy, mozeme
toto mazanie spravit lenivo. Ku kazdému prvku si budeme pamétat, ¢i je v A alebo B, a ku mnozine A si este
budeme pamétat jej skutocni velkost. Ak maZeme prvok z mnoziny A, tak len toto pocitadlo zmensime, a inak
nerobime ni¢. A kedykolvek, ked sa ndm na vrchu Iubovolnej z hald zjavi zdznam, ktory uz mal byt zmazany,
tak ho zahodime.

A-1-3  Pigkéty

Podilohy A a B: konkrétne postupnosti piskot

Emmika vie prvii postupnost piskét cela zjest napriklad nasledovne:

. ,cccececct
. ,-PCCCCCH
. ,-C-PCCCH
. ,—--PCCCH
. ,---C-PC“
*« ————— Pg“
o« ————- c-¢

(Pri tomto postupe vzdy zjeme najlavejsiu piskétu, ktord je ¢okolddou hore. Po prvom kroku dostaneme konfi-
gurdciu, ktord sa potom kazdé dva kroky zopakuje, len médme o dve piskdéty menej.)
Nie je to vSak jediny mozny postup. Dalsia moznost je napriklad tato:

. ,Cccececes
. ,CCCP-PCH
. ,CP-C-PC“
. ,—C-C-PC*
. ,-C-C-C-*
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(Pri tomto postupe najskor v Tubovolnom poradi zjeme piskéty na parnych indexoch, ¢islujic od nuly, pri¢om
kazda zo zvysnych piskét preklopime dvakrat. Nasledne uz vieme zvysné piskéty dojest v lubovolnom poradi,
kedZe ziadne dve uz priamo nesusedia.)

Ak st piskéty na zaciatku v konfiguracii ,,CPPPPPC*, tak ich Emmika zjest vSetky nevie. Prec¢o? Vsimnime si, ze
na zaciatku ma dve volby: moze zjest len piskoty na koncoch postupnosti. Navyse, volba je symetrickd: nech zje
ktorukolvek z nich, vyslednd postupnost nezjedenych piskét bude ,,CPPPPC*. Tym sme sa dostali do podobnej
situacie, avsak s 6 piskétami namiesto 7. Liahko zovSeobecnime, Ze presne to isté sa stane v kazdom zo Styroch
nasledujicich krokov. Po nich sa teda nutne dostaneme k postupnosti ,,CC“. No v tomto pripade plati, ze nech
zje Emmika ktortikolvek z dvoch zostavajicich piskét, ta druhd sa jej otoci piskétovou stranou nahor a Emmika
ju podla svojich pravidiel nebude smiet dojest. Teda v tejto podillohe Emmika nevie zjest vSetky piskéty.

Podiloha C: overenie, ¢i sa dana postupnost da zjest

V tejto podulohe sme cheeli ndjst (Tahko overitelnt) podmienku ktord ndm povie, ¢i sa nejakd postupnost da
alebo neda zjest.

Ak ste sa s ulohou trochu pohrali, pravdepodobne ste si rozmysleli, ¢o sa deje pre malé pocty piskot: Ak mame
len jednu piskétu, tak ju vieme zjest prave ak je cokolddou stranou hore. Ak mame dve susediace piskéty, vieme
ich dojest prave ak len jedna z nich je ¢okolddovou stranou hore (ak st hore ¢okolddovou stranou dve alebo
ziadna tak to zjavne nejde). Co pri troch piskétach? Zas to ide ak za¢iname s jednou alebo troma piskétami
c¢okoladou hore. Inak povedané, zatial to vyzera, ze pri mepdrnych poctoch ¢okolddou hore otocenych piskédt
vieme postupnost dojest a inak to nejde.

Mame teda hypotézu, Ze postupnosti s neparnymi poctami ¢okolddou hore otocenych piskét zjest idu a inak to
nejde. Samozrejme, teraz si musime nase tvrdenie skisit poriadne dokazaf.

Tento dokaz spravime v dvoch krokoch: Najskor si ukazeme, ze kazdy tsek piskédt, v ktorom je ¢okoladou hore
neparny pocet piskot, zjest vieme. No a nasledne si ukdzeme dovod, pre ktory nepdjde zjest ziaden zo zvysnych
tsekov.

Ako prvy krok si vSimnime, ze kedZe obraciame iba piskéty, ktoré boli susedmi v origindlnom rade, akondhle sa
nam rad rozdeli na samostatné tseky, jedenie piskét z jedného tiseku uz neovplyvni iné dseky. Inymi slovami,
rozdelené postupnosti piskét spolu neinteraguji. Teda ak mame nejakti postupnost piskét na stole (z ktorej uz
nejaké mozu chybat), Emmika ich vie dojest prave ak vie samostatne dojest kazdy z jej suvislych dsekov.
Majme teraz sivisly tsek, v ktorom je nepdrny pocet piskét ¢okolddou hore. Co sa stane, ked zjeme prvd
(najlavejsiu) z tychto pisk6t?

e Ak je zjedend piskéta tplne prva v rade, nalavo od nej sa ni¢ nestane. Podobne ak je v rade posledna sa
ni¢ nestane napravo od nej.

e Ak su nejaké piskéty nalavo od nej, st vsetky piskotovou stranou hore. Najpravejsiu z nich otocime
¢okoladou hore. Takto nam vznikne kratsi tisek, v ktorom je prave jedna piskdta cokoldadou hore.

e Ak si nejaké piskéty napravo od prave zjedenej, bol medzi nimi parny pocet piskét céokolddou hore.
Najlavejsiu z tychto piskét otoc¢ime. Bez ohladu na to, ktorou stranou hore bola tato piskéta, sa tym
zmen{ parita poctu piskét okolddou hore (bud jedna ubudne alebo jedna pribudne). Teda aj napravo od
zjedenej piskéty ndm vzdy vznikne tsek s neparnym poctom piskét cokolddou hore.

A tym sme vlastne uz vyhrali. Ked vzdy zjeme najlavejsiu piskotu, ktora je ¢okolddou hore, budeme mat v
kazdom okamihu len samé iseky, ktoré maja takychto piskét neparny pocet. Kym sa ndm vsetko neminie, vzdy
vieme zjest dalSiu piskotu. A kedze celkovy pocet nezjedenych piskét neustale klesa, musi cely postup skoncit
az tym, ze dojeme vsetko.

(Iny sposob ako poriadnejsie sformulovat tento isty dékaz by bol matematickou indukciou podla n dokdzat
tvrdenie, ze kazdy tsek n piskot, v ktorom je ich neparny pocet c¢okoladou hore, vieme zjest postupom ,,vzdy
zjedz najlavejsiu piskotu, ktortt mézes“. Pri dokaze indukéného kroku spravime vyssie uvedeny rozbor, ¢o sa
stane v prvom kroku rieSenia, a nasledne uzavrieme, ze z induk¢ného predpokladu uz vieme, Ze oba kratsie
tseky piskét vieme celé dojest.)
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Co teraz s pripadom, Ze mame parny pocet cokolddou hore otoc¢enych piskét? Teraz musime ukazat, Ze Ziadny
postup nebude fungovat. Ako to ukazeme? Po prvé si vSimnime, Zze ak mame neprazdny tsek s nula piskétami
cokoladou hore, tak ziadnu z nich nevieme zjest, a teda tento tisek ostane nezjedeny.

Ukazeme, ze nech robi Emmika c¢okolvek, ostane jej ¢asom aspon jeden neprazdny usek takéhoto typu. Pouzijeme
na to nasledovny invariant: ukdzeme, ze ak mame neprazdny tsek s parnym poctom cokolddou hore otocenych
piskét, nech Emmika zje akikolvek piskétu, vzdy skonéi s nejakym kratsim ale stdle neprizdnym tsekom s
parnym poc¢tom cokolddou hore otocenych piskét.

Ked toto dokazeme, bude z toho uz vyplyvat, ze Emmika nemoze vSetko dojest. Predstavme si totiz, ze sledujeme
len jeden konkrétny takyto usek. (Vzdy, ked Emmika zje piskétu tak, Ze vznikni z jedného tseku dva nové,
vyberieme si jeden z nich, ktory ma parny pocet piskot ¢okolddou hore, a ten druhy odignorujeme.) V kazdom
kroku sa sledovany tsek skrati, takze krokov, ktoré ho zmenia, bude len kone¢ne vela. Po nich teda nutne
dostaneme situiciu, kedy mame usek piskét, ktory je este stile neprazdny, ale Emmika uz z neho ni¢ dalsie
nevie zjest — Cize vSetky piskoty v nom st piskétovou stranou hore.

A preco teda vyssie uvedené tvrdenie plati? Predstavme si, Ze mame neprizdny usek s 2k ¢okoldadou hore
otocenymi piskétami a Emmika sa rozhodla zjest i-tu z nich (Gislujeme 1 < i < 2k). Pred touto piskétou je i — 1
piskét cokoladou hore a za nou je 2k — ¢ piskét cokolddou hore. Kedze stcet tychto dvoch hodnét je 2k — 1, ¢o
je nepérne ¢islo, prave jedna z tychto hodnot je neparna.

Bez ujmy na vseobecnosti nech je neparny pocet cokoldadou hore otocenych piskét nalavo od piskoty, ktoru sa
Emmika rozhodla zjest. Tento tsek piskét je zarucene neprazdny (kedze obsahuje aspoti jednu piskétu ¢okolddou
hore). A ked Emmika zje svoju vybrant piskétu, v tomto dseku ndsledne jednu piskdétu otoéf a tym zmeni paritu
poctu piskét cokoladou hore z neparnej na parnu. Tym sme teda naozaj dostali to, ¢o sme slubovali — novy
kratsi tsek, ktory je neprazdny a v ktorom nadalej plati nés invariant.

Poduloha D: Vsetky vitazné tahy

Pre vyriesenie poslednej podilohy pouzijeme myslienku z rieSenia tej predchadzajicej. Uz sme si dokézali, ze
Emmika vie zjest suvisli neprazdnu postupnost piskét prave vtedy, ak je v nej neparny pocet ¢okoladou hore
otofenych piskdét. A ak mé piskétova postupnost viacero samostatnych tsekov (lebo niektoré piskéty uz boli
zjedené), tak sa daji dojest vSetky piskéty préve vtedy, ak sa dd dojest kazdy tsek zvlast — teda ak je v kaZdom
suvislom useku neparny pocet piskdt cokolddou hore.

Algoritmus bude teda vyzerat nasledovne: rozdelime si vstup na stvislé tseky piskot a spocitame si hodnotu
pre kazdy z nich separatne. Ak je pre niektory z nich odpovedou nula, vypiSeme nulu. Inak vypiSeme sicet
moznosti.

Ako spoc¢itame hodnotu pre dany suvisly tsek? Jedna moznost je skontrolovat, zvlast pre kazdu mozna ¢okola-
dovu piskétu X, o sa stane, ak ju zjeme a otoc¢ime jej priamych susedov. Aj o iseku nalavo aj o iseku napravo
od nej potrebujeme zistit, ¢i bude mat parny alebo neparny pocet piskot cokolddou hore. Piskétu X smieme
zjest ako prvu len vtedy, ak je pre oba tieto tseky pocet ¢okolddovych piskét neparny (alebo, samozrejme, ak
uz st prazdne). Toto riesenie vieme implementovat v linedrnom ¢ase, napriklad pomocou prefixovych staétov.

Jednoduchsi sposob je vsak sa este trochu zamysliet pred tym, nez nie¢o za¢neme strmhlavo implementovat. Co
sa stane, ak mame v savislom tseku 2k + 1 ¢okoladou hore otocenych piskot a zjeme -t z nich? V rieSeni casti
C sme si ukdzali, Ze uréite mozeme zjest najlavejsiu z nich (i = 1) a zo symetrie takisto aj najpravejsiu z nich
(i=2k+1).

Pozrime sa teraz na ostatné i. Nalavo od vybranej piSkéty je ¢ — 1 a napravo 2k + 1 — i ¢okoladou hore otocenych
piskét. Kedze 1 < i < 2k 41, oba tieto tseky piskét si neprazdne. Ked zjeme vybranu piskétu, v kazdom tseku
jednu piskotu otoCime a tym mu zmenime paritu poctu piskot cokolddou hore. Teda pre nepéarne ¢ plati, ze v
kazdom z novych dvoch kratsich tisekov bude nepdrny pocet piskét ¢okolddou hore (a teda ich dojest vieme),
zatial ¢o pre parne i bude v oboch kratsich tisekoch pdrny pocet piskét cokolddou hore (a teda nevieme dojest
ani jeden z nich).

Teda v kazdom tseku s 2k + 1 piskdtami ¢okoladou hore plati, ze Emmika smie zjest prvad, tretiu, piatu, ...,
aZ (2k + 1). spomedzi tychto piskét. M4 teda na vyber prave k + 1 moZnosti.

Implementovat riesenie v Pythone ide napriklad takto:
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Listing programu (Python)
n = int (input ())

piskoty = input ()
useky = piskoty.split ('-")
res = 0
for usek in useky:
if len(usek) > 0:
c = usek.count ('C’)
if ¢ & 2 ==
print (0)
exit ()
res += 1 + (c // 2)

print (res)

A-1-4 Nechaj to na solver

Podilohy A-E: investicie

O kazdom projekte sa potrebujeme rozhodnit, ¢i ho podporime alebo nie. Toto je prirodzené modelovat tak, ze
pre kazdy projekt ¢ budeme mat bindrnu premennt z; hovoriacu, ¢i ho podporime alebo nie: 0 (false) je nie, 1
(true) je dno.

Ak podporime projekt ¢, ddme nar s; periazi a neskdr dostaneme vynos v;, na konci teda budeme mat o (v; —s;)
penazi viac ako na zaciatku. Nas zdvereény stav na konte teda vieme vyjadrit ako jeho tvodny stav (e) plus sicet
vietkych vyrazov tvaru (v; — s;)x;: nepodporené projekty stav konta nezmenia (ndsobime nulou), podporené ho
zmenia o svoj Cisty zisk. Tato hodnotu chceme maximalizovat.

V podilohdch A a D nemédme ani konflikty, ani zdvislosti. V tychto podilohdch ndm staéi dodrzat jediné
obmedzenie: musime mat dost penazi na podporenie vSetkych vybratych projektov. Inymi slovami, stcet s;z;
cez vSetky ¢ nesmie prekrocit e.

Ako modelovat konflikty? Podmienku ,spomedzi projektov s a ¢t smies podporit najviac jeden“ vieme zjavne ma-
tematicky zapisat nasledovne: x;+ z; < 1. Toto je priamo obmedzenie v povolenom tvare, takze ho len pridame
do nasho ILP a méme hotovo. (MdZeme si tieZ vSimnut, ze presne rovnako by sa modelovali aj vSeobecnejsie
konflikty zahftiajice viac ako dva projekty, ak by také nie¢o mohlo nastat.)

A ako modelovat zavislosti? Ak projekt u zavisi na projekte v, nemoze naraz platit =, = 1 a x, = 0. Inymi
slovami, z,, musi vzdy byt mensie alebo rovné ako x,. No a z, < z, je opdt podmienka v povolenom tvare,
takze mame hotovo.

Vygenerovany ILP vo formate pre 1p_solve pre priklad zo zadania:

max: 100000 + 50000 % x0 + 45000 = x1 + 6000 * x2 + 860000 » x3;

50000 » x0 + 50000 % x1 + 20000 % x2 + 40000 + x3 <= 100000;
x0 + x1 <= 1;

x3 <= x2;

x2 <= x1;

bin x0, x1, x2, x3;

Optimalne riesenie pre vstup D mé zisk 242559804 a pre vstup E je optimalny zisk 578 053 900.
Program v Pythone riesiaci vstupy pomocou knizice PuLLP:

Listing programu (Python)

import pulp

def hodnota(vyraz): return int (round(pulp.value (vyraz)))

e, n = [ int(_) for _ in input().split () ]

S = [ int(_) for _ in input().split() ]

V = [ int(_) for _ in input().split () ]

k = int (input ())

C= [ [ int(_)-1 for _ in input().split() ] for __ in range(k) ] # -1 lebo interne cislujeme od 0
z = int (input ())
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D= [ [ int(_)-1 for _ in input () .split() ] for __ in range(z) ]
problem = pulp.LpProblem(’Investicie’, pulp.LpMaximize)
project = [ pulp.LpVariable (f’project{i}’, cat='Binary’) for i in range(n) ]
problem += e + sum( project[i] * (V[i] - S[i]) for i in range(n) )
problem += sum( project[i] = S[i] for i in range(n) ) <= e
for conflict in C:
problem += sum( project[i] for i in conflict ) <=1

in D:
project [dependency[0]]

for dependency

problem += <= project [dependency[1l]]

status = problem.solve ()
assert pulp.LpStatus[status] == ’'Optimal’
print ( hodnota( problem.objective ) )

for x in project: print( x.name, '=’, hodnota(x) )

Podulohy F-J: chovatelia prasiat

Tentokrat na modelovanie pouzijeme celociselné premenné. Stac¢ia nam tie popisujtce transport: pre kazdy typ
plodov ¢, sypku 7 a chovatela j budeme mat premennu z; ; ; predstavujicu pocet kg tohto typu, ktoré chovatel
j dostane a zaplati v baliku poslanom zo sypky 1.

Jednotlivé obmedzenia zodpovedajice zadaniu teraz vyzeraji nasledovne:

¢ Jedno obmedzenie pre kazdu sypku: sucet vSetkého z nej odchadzajiceho je mensi alebo rovny jej kapacite.
(Zjavne nemd zmysel zbierat viac ako potom rozosleme.)

 Jedno obmedzenie pre kazdu dvojicu (sypka, chovatel): sti¢et poslanych bukvic a zaludov v baliku je mensi
alebo rovny w.

o Jedno obmedzenie pre kazdid dvojicu (typ plodov, chovatel): celkové mnozstvo doruc¢enych plodov tohto
typu je nanajvys rovné prislusnej hodnote g, teda limitu udavajicemu, kolko je toho tento chovatel ochotny
kupit.

No a ciel, teda nas zisk? Za zber mame konstantna stratu 5000, teda zisk —5000. Balik poslany zo sypky i
chovatelovi j mé véhu (z1,; + 22, ;) a teda zan zaplatime ¢; ; - (1,;; + 2,;). No a za predaj plodov typu ¢
chovatelovi j dostaneme h;; - (x¢1,j+ - - - + x4 ;). Toto celé s¢itané dokopy ndm da jeden velky linedrny vyraz,
ktorého hodnotu chceme maximalizovat.

Vygenerovany ILP vo forméate pre 1p_solve pre priklad zo zadania:

max: —5000
- 9 % x 111 9 » x 2.1.1 - 15 % x. 112 - 15 % x_ 212 - 23 % x_1.1.3 - 15  x_2_1_3
- 11 % x 121 - 11 » x_ 2_2_1 - 28 » x_ 1 2.2 - 28 x x_2_2_2 - 12 % x_ 1.2 3 - 12 » x_2_2_3
+ 10 » x_1_1_1 + 10 » x_2_1_1 + 100 » x_1_1 2 + 30 = x_2_1_2 + 50 » x_1_1 3 + 60 » x_2_1_3
+ 10 * x_1_2_1 + 10 * x_2_2_1 + 100 = x_1_2_2 + 30 = x_2_2_2 + 50 = x_1_2_3 + 60 * x_2_2_3;

x 111 + x. 211+ x 112+ x 2 1.2+ x 1_1.3 + x_2_1_3 <= 100;

x 1 2 1+ x 2. 21+ x_ 1.2 2 + x_2_2_2 + x_1_2_3 + x_2_2_3 <= 200;

x 1.1 1 + x_2_1_1 <= 80; x_ 1.1 .2 + x_2_1_2 <= 80; x_ 1 1 3 + x_2_1_3 <= 80;

x 1 2 1 + x_2_2_1 <= 80; x_ 1. 2.2 + x_2_2_2 <= 80; x_ 1 2 3 + x_2_2_3 <= 80;

x 1 1 1+ x.1.2 1 <= 1000; =x 2 1 1 + x 2 2 1 <= 1000;

x 1 1.2 + x 1 2 2 <= 120; X 2. 1.2 + x 2 2 2 <= 70;

x 1 1 3 +x 1.2 3 <= 20; x 2.1 3 + x 2 2 3 <= 30;

int x 111, %211, x1.12, x 212, x 113, x 2_1_3,
x 1 21, x.2.21, x 1.2 2, x 2.2 2, x 123, x 2_2_3;

Optimalne riesenia pre hodnotené vstupy: H = 2842033, I = 1219206 a J = 2287290.
Program v Pythone riesiaci vstupy pomocou knizice PuLLP:

Listing programu (Python)

import pulp

def hodnota(vyraz): return int (round(pulp.value (vyraz)))

s, ¢ = [ int(_) for _ in input().split() ]
K = [ int (L) for _ in input().split () ]
G, H= 11, []

for 1 in range(c):
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gl, g2, hl, h2 = [ int(_) for _ in input().split() ]
G.append( (g1, g2) )

H.append( (hl, h2) )

int ( input () )

[ [ int(_) for _ in input().split() 1 for __ in range(s) ]

W
L

problem = pulp.LpProblem(’Chovatelia’, pulp.LpMaximize)

package_sizes = [
[ [ pulp.LpVariable(f’x_{t}_{i}_{j}’, cat="Integer’) for j in range(c) ] for i in range(s) ] for t in range(2)
]

ciel = sum( H[]J][t] * package_sizes[t][i][]J] for t in range(2) for i in range(s) for j in range(c) )
ciel -= sum( L[i][]J] * ( package_sizes[0][i][j] + package_sizes[1][i][]J] ) for i in range(s) for j in range(c)
ciel -= 5000

problem += ciel

for t in range(2):
for 1 in range(s):
for j in range(c):
problem += package_sizes[t][i][]J] >= 0

for 1 in range(s):
problem += sum( package_sizes[t][i][]j] for t in range(2) for j in range(c) ) <= K[i]

for i in range(s):
for j in range(c):
problem += package_sizes[0][1i][]J] + package_sizes[1][i][]] <= w

for t in range(2):
for j in range(c):
problem += sum( package_sizes[t][i][]j] for i in range(s) ) <= G[J][t]

status = problem.solve (

assert pulp.LpStatus[status] == ’'Optimal’

print ( hodnota( problem.objective ) )

Poznamka na zaver: Sttaznd tloha o chovateloch sa tiez dala modelovat a efektivne riesit aj pomocou iného
formalizmu — vieme ju vyriesSit aj ndjdenim najdrahsieho toku vo vhodne postavenej sieti, resp. najdrahsieho
péarovania vo vhodne postavenom ovahovanom bipartitnom grafe. Zlozitejsie tlohy podobného typu vsak uz tato
vlastnost vo vseobecnosti nemaji — optimaliza¢né tlohy, ktoré zahfnaju viac ako jeden typ tovaru, pricom tieto
typy nie st nezavislé, si vo vSeobecnosti velmi tazké.
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