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Pozn.: Metodicka pomdcka je urcena najmd pre riesitelov kategorie A. Riesitelia nizsich kategorii mozu
pomocku vyuzit' v rozsahu primeranom danej kategorii.

Fyzika je veda, ktord sa zaoberd skimanim materidlneho sveta, ktory vnimame priamo alebo
sprostredkovane prostrednictvom nasich zmyslov. NaSou snahou je pochopit’ podstatu javov, ktoré nas
svet utvaraju, ktoré pozorujeme a ktoré na nas zivot vplyvaji. Spravne pochopenie podstaty dejov ndm
umoznuju spravne reagovat’ na situacie, ktory pred nas zivot kladie, ¢i po stranke fyzickej alebo
intelektualnej. V sucasnosti enormne narastd mnozstvo najroznejSich informacii, vratane réznych
filmov, a fyzikalne poznanie ndim umoznuje tieto informécie kriticky hodnotit’ a zaujimat’ kvalifikované
postoje. Pre fyzikalne poznanie je primarna otazka preco, az potom nasleduje otazka ako. Pri hodnoteni
akéhokol'vek javu, fyzikalneho, ekonomického, ¢i spolocenského je dolezité poznat’ priciny, ktoré vedu
k pozorovanym dosledkom. Zakladnym zakonom, ktory stoji za kazdym pozorovanym javom je zdkon
kauzality —pricinnosti. Fyzika sa usiluje nachadzat’ prejav tohto zakona za kazdym pozorovanym
javom.

Fyzika je experimentilna veda — zdrojom informdcii je pozorovanie réznych javov. Ziskavanie
informacii umoziuje priame pozorovanie prostrednictvom zmyslového vnimania alebo pozorovanie
pomocou najréznejsich technickych prostriedkov — pristrojov, ktoré jav nedostupny priamo nasim
zmyslom prevadzaju prejav naSim zmyslom dostupny, napr. elektricky prud nevidime, ale udaj
ampérmetra vieme precitat, alebo mikroorganizmy nevidime, ale pomocou mikroskopu pozorovat
mozZeme.

Na zaklade pozorovania si vytvarame modely pozorovanych javov, ktoré obsahuju naSu predstavu
o ret’azci poznatkov od prvotnej pri¢iny aZ po pozorované dosledky. Aby sme si mohli svoje predstavy
vymienat, musime vytvorit’ spolo¢ny jazyk. Jednotlivym javom priradzujeme urcité symboly — fyzikdlne
velic¢iny aich vztahy formulujeme matematickymi metodami. K pozorovanym javom tak vytvarame
matematicko-fyzikalny model, ktory dany jav ¢o najlepsie vystihuje pozdiZ celého retazca od pri¢in az
po dosledky. Matematické modelovanie a praca s tymito modelmi predstavuju teoriu. Teoria umoziuje
predpovedat’ vysledky javov aj nad ramec priameho pozorovania a navrhovat’ nové experimenty
potvrdzujuce ich spravnost. Az po zvladnuti tohto jazyka, co je pre niekoho pracne a nezazivné,
modzeme zaCat’ s okolitym svetom ajeho prejavmi komverzovat, ato uz je ovela zaujimavejSie.
Najvicsie poteSenie potom prinasa objavovanie novych suvislosti, objavovanie neznameho.

Fyzikalny tedria je urlity jazyk, a tak ako i u inych jazykov obsahuje slovnik (subor fyzikalnych veli¢in)
a gramatiku (fyzikéalne vztahy, rovnice a pravidla ich rieSenia).

Pre efektivnu fyzikalnu pracu su potrebné zrucnosti v ziskavani informacii (merani) a vedomosti pre
pracu s matematickymi modelmi (teoria). A tie sa nedaju ziskat’ ina¢ ako $tudiom. Aby nebola vyucba
fyziky iba suchoparnym ucenim pouciek, ako drobné Ceresnicky na torte st experimenty a zaujimavé
priklady. A prave takymto prikladom sa venuje tato kniha — ide o to, aby sme si stale uvedomovali, Ze
fyzika nie samoucelné trapenie Studentov, ale nastroj na chapanie podstaty javov, ktoré nas obklopuju
a ktoré spoluutvarajii ns zivot. Clovek bol svojom narodeni obdareny rozumom a je na nas, ako tento
dar vyuzijeme. Najkraj$ia cesta Zivotom je cesta poznania.
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1.1  Fyzikilne pojmy a veli¢iny

Pri pozorovani okolitého sveta si v§imame rozne objekty a rozmanité prejavy. Na pochopenie dejov,
ktoré pozorujeme, oznacujeme jednotlivé objekty a javy slovnym vyjadrenim — pojmami, napr. ,,je mi
teplo®, ,,je tu malo svetla®, je to tazké®, a pod. Aby sa dalo vyjadrit’ ako teplo, kolko svetla, ako velmi
tazké”, apod., musime k pojmom priradit’ presne definovant fyzikalnu veli¢inu, ktorej mézeme
priradit’ ¢iselntt hodnotu — kvantitativnu mieru, na zéklade porovndvania s mierou tejto veliiny
u dohodnutého telesa — etaléonu, alebo dohodnutého deja, ktoré¢ definujii jednotku danej veli€iny.
Ciselna hodnota veli¢iny bez jednotky (etaléonu s ktorym porovnavame) nema zmysel.

Fyzikélnu veli¢inu oznacujeme vhodnym symbolom (zvycajne dohodnutym pismenom). Fyzikalna
veli¢ina je urcena ¢iselnou hodnotou a jednotkou. Napr. pre drahu pouzivame oznacenie s a meriame
ju v metroch, napr. s = 10 m.

Niektoré fyzikalne veli¢iny st uréené jednou hodnotou, napr. dizka, hmotnost’, teplota, ... a predstavuju
fyzikalne velic¢iny skalarne. Iné veliCiny si dané viacerymi hodnotami (zvycajne veli¢iny uréené nielen
vel'kost'ou ale i smerom), napr. rychlost’, hybnost), sila, ... a predstavuju fyzikalne veli¢iny vektorové.
Fyzikalne veli¢iny sa oznacuju sklonenym pismom — kurzivou, sklarne jednoduchym, vektorové tuc¢nym.
Pri pisani rukou sa vektorové veli¢iny ozna¢uju prislusnym symbolom s §ipkou, napr. v, p, F , apod.
Okrem toho pomer hodnét veli¢in s rovnakou jednotkou sa nazyva faktor (napr. faktor trenia), v pripade
nerovnakych jednotiek koeficient (napr. koeficient tlmenia kmitov). Latkova konStanta ma pre danu
latku vzdy rovnaku hodnotu (napr. pocet elektrénov v atome), univerzalna konstanta ma vzdy rovnaku
hodnotu (napr. rychlost’ svetla vo vakuu, molarna konstanta, elementarny naboj, ...).

Matematické konStanty (napr. m— Ludolfovo ¢islo, e — Eulerovo ¢islo (zdklad prirodzenych
logaritmov), i = v—1 — imaginarna jednotka, a pod.) sa pisu jednoduchym stojatym pismom. Podobne
ustalené oznacenia operacii a funkcii sa piSu stojatym pismom (napr. sin, cos, tan, f (x), A — zmena,
d — elementarna zmena). Pozn.: Napr. dr je elementarne posunutie (zmena polohového vektora, ale

ds je elementarny uUsek drahy (nie zmena), podobne dEx je zmena kinetickej energie, ale dW je
elementarna vykonana praca. V rucne pisanom textu sa tieto pravidla taj dosledne nedodrzuju.

1.1.1  Ciselna hodnota fyzikalnej veli¢iny

Mieru danej veli¢iny uréuje &iselna hodnota, ktora sa zadava &islom. Ciselna hodnota zérover
udéva presnost’ danej hodnoty. Presnost’ urcuje pocet platnych ¢islic (¢islic za prvou nenulovou
&islicou, napr. 1,00; 1,25; 0,126; 0,00251; 1,48x10° st &isla s tromi platnymi &islicami. Ked'ze
¢islo 1 dostdvame zaokrthlenim cisiel (0,5 ; 1,5), t.j. 1 £ 0,5, presnost’ hodnoty 1 je 50 %.
Naproti tomu hodnota 1,00 vznika zaokruhlenim ¢isiel (0,995 ; 1,005), t.j. 1,00 = 0,005, a tak
presnost’ hodnoty 1,00 je 0,5 %. Hodnoty fyzikalnych veli¢in 1 a 1,00 sa vyznamne liSia svojou
presnostou. Naopak, ak pouzijeme na urcenie elektrického odporu rezistora R = U/ I multimeter
a zmeriame napitie na rezistore U=2,65V aprud rezistora /=0,23 A, po dosadeni do
kalkulacky dostdvame R =11,521739 Q. Tato hodnota by zodpovedala presnosti 1077, ¢o je
nezmysel. Nepresnym meranim nemoézeme dostat’ vysledky s vysSou presnost'ou. Vysledok preto
treba zaokrtihlit’ na pocet platnych Cislic menej presnej veliciny, t.j. na dve platné ¢islice podl'a
presnosti merania prudu, takze R = 12 Q. Takze pozor na spravne zaokruhlenie vysledku.
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1.1.2  Jednotky fyzikalnych veli¢in

1.2

Hodnoty fyzikalnych veli¢in urujeme porovnavanim s dohodnutym normalom — jednotkou.
Najprv sa musime dohodnut’ na jednotke ¢asu, napr. 1 deft pomocou striedania dia a noci, a potom
mozeme merat’ as deja v poéte dni. Podobne sa dohodneme na jednotke dizky 1 laket’ pomocou
dizky ruky, apotom mozeme merat dizku latky v laktoch. Aby boli vysledky merani
jednoznacéné, musi existovat’ Siroka dohoda o definicii jednotiek.

Ukazuje sa, ze na Grovni dne$né¢ho poznania a z praktického hladiska staci precizne definovat’
sedem zakladnych jednotick. Medzinarodna dohoda uplatiiovana po celom svete — Systéme
International des Unités (skratka SI), je zalozena na definicii zakladnych jednotiek:

. 1 meter (1 m) — jednotka dizky
. 1 sekunda (1 s) — jednotka Casu

. 1 kilogram (1 kg) — jednotka hmotnosti

1
2
3
4. 1 ampér (1 A) — jednotka elektrického prudu
5. 1 kelvin (1 K) — jednotka termodynamickej teploty

6. 1 mol (1 mol) — jednotka latkového mnozstva

7. 1 kandela (1 cd) — jednotka svietivosti

Definicie zakladnych jednotiek ststavy SI mozno ndjst’ v ucebniciach alebo na internete.
Ststava zakladnych jednotiek je doplnena dvomi doplnkovymi jednotkami

- 1 radian (1 rad) — jednotka rovinného uhlu

- 1 steradian (1 sr) — jednotka priestorového uhlu

Jednotky zvySnych fyzikalnych veli¢in moZno odvodit’ od jednotiek zdkladnych veli¢in pomocou
ich defini¢nych vztahom a predstavuju jednotky odvodené, napr.

1 % — jednotka rychlosti pohybu odvodena zo vztahu v = %

1 N (newton) = 1

kgm . . . )
“sz — jednotka sily odvodena zo vztahu F = ma.

Pozn. 1: Jednotka definovanda s najvicsou presnostou (az 107) je jednotka casu — 1 s.

Pozn. 2: Pri v§eobecnom riesent uloh je vhodna jednotkova kontrola, ktora pripadne upozorni na
chybu vo vyslednej formule. Hodnoty velicin dosadzujeme i s jednotkami a postupnou vupravou
urcime jednotku vysledku a overime jej platnost pre vypocitanu velicinu.

Meranie hodnot fyzikalnych veli¢in

Hodnoty fyzikalnych veli¢in ur¢ujeme meranim. Meranie spociva v porovnavani daného telesa
alebo deja s telesom alebo dejom referencnym — etalonom. Priame meranie sa pouZziva napr. pri
merani diZky — etalénom je stupnica meradla, alebo &asu — etalonom je stupnica na stopkéch, alebo
hmotnosti — etalonom je zavazie.

Niekedy sa uskutoCiiuje nepriame meranie na zdklade merania inych veli¢in, z ktorych sa potom
merana veli¢ina vypocita, napr. meranie elektrického odporu pomocou merania napétia a pradu.
Na Co najpresnejSie meranie hodndt veli¢in sa vyuzivaji rozne technické prostriedky, ktoré
predstavuju meracie pristroje alebo Specialne meracie metddy. Napr. pre meranie vel'mi malych
rozmerov sa pouzije opticky alebo elektronovy mikroskop, pripadne sa vyuziva metoda difrakcie
svetla. Rychlost’ pohybu mozno merat’ tak, ze zmeriame drahu a ¢as pohybu a vypoétom urcime
rychlost’. Existuju vsak $pecialne pristroje — tachometre, ktoré meraju rychlost’ priamo. Teplota sa
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meria napr. pomocou prenosu tepla medzi telesom a dohodnutymi teplotnymi bodmi, ¢o je vSak
nepraktické — v praxi sa vyuziva nepriama metoda merania teploty teplomermi, vyuZzivajicimi
rozne teplotne zavislé deje, napr. teplotnd roztaznost kvapalin (ortutovy teplomer), teplotna
zavislost’ elektrického odporu (odporové teplomery) alebo tepelné vyzarovanie telies
(bezkontaktné infracervené teplomery).

V sucasnosti sa stdle viac nahradzaju pristroje so stupnicou digitdlnymi pristrojmi, ktoré
vyhodnocuju meranie priamo na digitalnom displeji, napr. multimeter, digitalny teplomer, digitalne
stopky, atd’. Vel'a moznosti poskytuju aj aplikacie inStalované v mobilnom telefone, napr. meranie
rychlosti pomocou GPS, meranie intenzity svetla, meranie frekvencie zvuku a pod.

Problematikou merania hodnét fyzikalnych veli¢in sa zaobera odbor metrologia.

1.2.1  Presnost merania hodnoét fyzikalnych veli¢in

Pri merani je okrem ziskania hodnoty veli¢iny dolezita i presnost’ merania. Presnost’ udava, do ake;j
miery sa podarilo meranou hodnotu priblizit hodnote skuto¢nej. Pri kazdom merani sa vyskytuja
chyby merania, takze skutocnu hodnotu meranim nezistime, ale mozeme sa jej priblizit. Po
vyhodnoteni chyb urcujeme neistotu, ktora udava mieru priblizenia vysledku merania k skuto¢ne;j
hodnote.

Chyby su dvojakého charakteru: chyby nahodné a chyby systematické.

Systematicka chyba je dand samotnym meradlom. Napr. stupnica pristroja je nepresne
ociachovand, udaj rucickového pristroja je ovplyvneny vnitornym trenim, stopky (hodinky) maja
nepresne nastavenu frekvenciu oscilatora a pod. Pri od¢itani hodnoty meranej veli¢iny zo stupnice
meradla je chyba rovna presnosti, s akou sme schopny od¢itat’ hodnotu medzi dvomi ryskami
stupnice (zhruba Y2 rozdielu dielikov, ale nie menej ako 1/10 tohto rozdielu). V pripade digitalnych
meradiel je to hodnota 4 najnizsej ¢islice displeja. Systematicku chybu udava zvyc¢ajne vyrobca
pristroja. Systematicku chybu nemo6zeme meranim ovplyvnit'.

Nahodna chyba vznika nepresnostou od¢itania meranej hodnoty, napr. nepresnostou od¢itania zo
stupnice meradla. Nahodna chyba ma Statisticky charakter a podl'a spésobu merania podlieha
roznym rozdeleniam pravdepodobnosti. NajcastejSim pripadom je Gaussovo (normalne)
rozdelenie, ktoré ma maximalnu hodnotu v presnej hodnote veliCiny a s narastajiicou odchylkou
rychlo klesa.

Nahodnu chybu redukujeme opakovanim merania. Doélezité je pritom, Ze opakované meranie sa
uskutocniuje za rovnakych podmienok. Vysledkom je potom najpravdepodobnejSia hodnota
veliCiny, ktorou je aritmeticky priemer (strednd hodnota)

1 N
1.1 X=—>»x ,
(1.1) NZ

kde x; st opakovanym meranim ziskané hodnoty a N pocet opakovanych merani danej veliCiny.
Aritmeticky priemer je s ohladom na ndhodnti chybu najpravdepodobnejsia hodnota merane;j
veliCiny.
Jednotlivé namerané hodnoty su rozlozené okolo aritmetického priemeru.
Odchylka nameranej hodnoty od aritmetického priemeru

N
(1.2) Ax, = x, — X , priCom ZAxi =0.

i=1
Zaujima nas, do akej miery sa moZeme na ziskanu strednu hodnotu spol'ahnut. Z tedrie Statistiky
vyplyva, ze odchylky A x; sa spoCitavaju kvadraticky.
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V pripade obmedzeného po¢tu merani (napr. 10, 25 a pod.) sa urcuje smerodajna odchylka (niekedy
— stredna kvadraticka odchylka, Standardna odchylka) jednotliveho merania od spravnej hodnoty
vztahom

(13)  s=

Vidime, Ze ku kvadratickému suctu prispievaju rovnako kladné aj zaporné odchylky.
Nés ale zaujima, ako sa Statisticky 1iSi stredn4 hodnota od presnej hodnoty. Zo Statistickej tedrie
vyplyva, ze smerodajna odchylka strednej hodnoty od spravnej hodnoty je dana vztahom

(14) sy =

Z teorie Gaussovho rozdelenia vyplyva, ze v intervale X *s, sa nachadza presnd hodnota

s pravdepodobnost'ou 68 %, v intervale x £ 2s,, s pravdepodobnostou 99 %.

Niekedy sa smerodajna odchylka nahradza priemernou (kvadratickou) odchylkou

N N
\f ZAXf Z|Axl.|
(15) * o i=1 i=1

Sy = T pripadne s, = v

ktora ma hodnotu mierne odlisnt od sy.

Celkova neistota sa sklada z neistoty systematickej a neistoty nahodne;j

2 2
s, = + Sy

(1 6) x Ssyst

Vysledok potom udavame v tvare

07 [z ]

Neistoty st absolutne alebo relativne.

Absolutna neistota s, ma fyzikalny rozmer meranej veliciny.

Relativna neistota je pomer absolatnej neistoty a strednej hodnoty veli¢iny
S)C

(18) &.=
X

Relativna neistota ma rozmer 1 a udava sa v percentach.

Vypocitana hodnota a neistota vypocitanej hodnoty.
Pri nepriamych meraniach uréujeme vyslednti hodnotu vypoc¢tom podrla prislusného vztahu.
Vysledna veli¢ina u je dana funkciou veli€in x, y, z, ...

u= f(x,y,z,...)

Vyslednti hodnotu vypocitanej veli¢iny dostaneme po dosadeni strednych hodndt nameranych
veli¢in do daného vzt'ahu

u=f(xy,7,.).
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1.3

Vyslednu hodnotu neistoty dostaneme ako kvadraticky sucet parcidlnych neistot (jednotlivych
meranych veli¢in)

2 2 2
(1.9) s, = ﬁsx + ﬁsv + ﬁsz +o
ox oy - oz

kde vyrazy typu Z—f predstavuju parcialne derivacie funkcie f podla prislusnych premennych.
X

V praxi ale mézeme pouzit’ zjednoduseny postup:
— neistota suctu alebo rozdielu veli¢in je rovna sictu ich absolutnych neistot
(1.10) xiryz(x J_ry)ir(sx +sy)
— relativna neistota sti¢inu alebo podielu veli¢in je rovna stctu ich relativnych neistot
—— x X
(1.11) XxXy=Xy=*o,,resp. —=—
yoy

— relativna neistota mocniny veli€iny je rovna relativnej neistote veli¢iny nasobenej mocnitelom

+ 0, , kde pre oba pripady ,, =0, +J,

(aj v pripade mocnitel'ov mensich ako jedna — odmocniny)
(1.12)  x"y" =x3"+s ,kde s=(x"3")(a s, +b3,).

Pozn.: Ak vztah obsahuje sucty (rozdiely) a stciny (podiely a mocniny), neistota sa pocita
postupne v poradi, v akom sa vykonava vypocet.

RieSenie fyzikalnych tdloh

K rieseniu fyzikalnych uloh kazdy pristupuje vlastnou origindlnou metdédou. Existuju vsak urcité
odporacania, ktoré je rozumné zobrat’ do tivahy.

1.

Ulohy st zadané formou textu, v ktorom st uvedené dolezité vychodiska a ciel’ rieSenia. Texty
byvaji nickedy obohatené o uvedenie SirSich suvislosti, ktoré odkazuji na isté historické fakty,
poznatky modernej vedy a techniky, alebo na situaciu, do ktorej sa moze ¢lovek v beznom zivote
dostat’.

Prvym krokom je pozorné precitanie textu tlohy a premyslenie opisovanej situdcie. Dolezité pre
rieSenie je pochopit’ o ¢o ide, najmé pricinné suvislosti a ako vztah pricinou a nasledkom funguje.
Tomu sa vravi citat' s porozumenim.

Z textu ulohy vybrat’ udaje, ktoré st pre rieSenie ulohy podstatné. V ivode rieSenia je vhodné
prislusné udaje vybrat’, oznacit' prislusné veli¢iny vhodnymi symbolmi a uviest' ich numerické
hodnoty vybrané z textu zadania. Niekedy nie su veli¢iny priamo zadané, ale mozno ich ziskat’
z tabuliek alebo z internetu, napr. aky objem ma Zelezna ¢inka s hmotnostou 5 kg? — potrebujete
hustotu Zeleza, ale nie je zadana — v texte je ale dolezita informacia, Ze ide o Zelezo, hustotu si uz
vyhl'addme v tabul’kéch.

Vzajomné suvislosti zistené zo zadania sa zobrazuju formou fyzikalnych zakonov, rovnic
a vztahov. Uvedomte si tieto vztahy a postupne ich aplikujte pocas rieSenia tlohy.

Ulohy rieste vzdy najprv véeobecne s pouzitim symbolov veliéin s pouZitim matematickych metéd.
Pre zobrazenie zavislosti vysledku od zadanych veli¢in je vhodné vyjadrit’ vysledok pomocou iba
zadanych veli¢in. Ak vo vysledku pouZzijeme priebezne odvodené veliiny, priama zavislost’
vysledku od primarnych veli¢in sa vytraca.
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10.

14

Niekedy by vsak bol vysledny vztah vel'mi rozsiahly, a vtedy je u¢elné pouzit’ pribezne odvodené
veli¢iny namiesto zlozitych vzt'ahov, ktorymi st vyjadrené.

Ak sa pozaduje ¢iselny vysledok, dosadzujeme zadané ¢iselné hodnoty do vysledného vseobecného
vzt'ahu. Do vzt'ahu dosadzujeme hodnoty velicin i s jednotkami a urobime jednotkovu kontrolu.
Préve jednotkova kontrola méze upozornit’ na chybu vo vyslednom vztahu.

Pri ¢iselnom vypocte si uvedomte, ze fyzika a technika nepoznajii presné hodnoty. Aj ked’ sa chyba
hodnét zadanych veli¢in priamo neuvadza, nepriamo je dana poctom platnych ¢islic (pri nasobeni
a deleni), pripadne poctom desatinnych miest (pri s¢itani a od¢itani), ako bolo uz povedané
v ods. 1.2.1. Napr. nie je spravne 2,5 m x 8,7 m = 21,75 m?, spravne ~ 21,8 m?, alebo nemda zmysel
suacet 1 m+ 1 mm, tzn. Il m+ 0,001l m= 1,001 m lebo cisla nemajii rovnaki neurcitost’ (ak
uprvého cisla negarantujeme ani desatinu, nemdzeme hovorit' o tisicinach — spravne
1000 mm + 1 mm =1 001 mm, lebo zhladiska neurcitosti 1m= 1000 mm, ale spravne
1,000 m =1 000 mm.

Vysledok treba s ohl'adom na neurcitost’ spravne zaokruhl'ovat’!

Z toho vyplyva aj to, Ze priebeznym vycislovanim medzivysledkov a ich zaokruhl'ovanim narasta
neurcitost’ kone¢ného vysledku. Ak uz treba pouzivat’ ¢iselné medzivysledky, potom treba ich
nezaokrihlené hodnoty ulozit do pamiti kalkulacky a v d’alSich vypoctoch pouzivat tieto
nezaokrihlené hodnoty.

Ak dodrzite pravidla o neurcitosti vysledku, vyjadrite vysledni hodnotu znamienkom rovnosti (=)
s tym, ze neurcitost’ vysledku je dana poctom platnych Cislic. Ak chceme zdoraznit', ze vysledok je
priblizny, mozno pouZit’ znamienko (=)

Strucny prehlad zakladnych matematickych postupov pri rieSeni fyzikalnych uloh

Fyzikalne zakony a vztahy su formulované matematicky vztahmi arovnicami obsahujicimi
symboly fyzikalnych veli¢in. Upravami vztahov a rie§enim rovnic potom ziskavame matematicky
obraz novych suvislosti a vysledky rieSeni. Popri experimente predstavuje matematika dolezity
nastroj fyziky a rozvijania fyzikalneho poznania.

Spracovanie fyzikalnych vztahov arovnic s pouZzitim symbolov veli¢in predstavuje v§eobecné
rieSenie.

Ak za symboly fyzikalnych veli¢in dosadime ich hodnoty, dostaneme rieSenie pre dany konkrétny
pripad, ale vytratia sa stvislosti, takze z numerického vysledku nemozno robit’ zavery o vplyve
jednotlivych veli¢in na vysledok.

Pri rieseni ulohy postupujeme najprv vSeobecnym rieSenim az po vSeobecny vysledok, v ktorom
vidime vplyv jednotlivych veli¢in. AZ potom do vSeobecného vysledku dosadime ¢iselné hodnoty,
pri¢om davame pozor na spravne jednotky veli¢in. Upravou jednotiek veli¢in vo vyslednom vztahu
sa presved¢ime o tom, Ze vysledok ma spravnu jednotku.

1.4.1 Matematické funkcie

Fyzikalne vztahy sa vyjadruji vo forme matematickych funkcii. Premennymi tychto funkcii su
fyzikalne veli¢iny. Aby nas matematické spracovanie neodvadzalo od fyzikalnych uvah, je
potrebné osvojit si tento matematicky ,,nastroj tak, aby nepredstavoval jadro problému. Je teda
potrebné dokladne poznat zakladné matematické funkcie, ich grafické priebehy a zakladné
vlastnosti.
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Dalej uvadzame niektoré ¢asto sa vyskytujiice funkcie:

e funkcia linearna a mocninova

y=a+bx, y=a+bx+cx’, y=a+bx+cx’+dx’,..

Na obr. 1.2 s znazornené jednoduché mocninové funkcie. M6Zeme si v§imnut’:

y=kx

y=kx?

y=kx®

Obr. 1.2 Jednoduché mocninové funkcie

- linearna funkcia opisuje strmost’ funkcie — gradient, strmost’ udava konstanta &, pre £ > 0 je

funkcia rastaca, pre k£ < 0 klesajuca

- kvadratickd funkcia opisuje zakrivenie symetrické — pre k>0 ma minimum, pre k<0
maximum
- kubicka funkcia opisuje nesymetriu, pre k£ > 0 napravo od inflexného bodu (x = 0) je kladna,
nal’avo od neho zaporna; pre k£ < 0 je to opacne.

e funkcie polynomické su kombindciou mocninovych ¢lenov

Na obr. 1.3 st priklady polynomickych funkcii prvého, druhého a tretieho stupna

s/m
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60
50
40
30
20
10

s=(5m)+(4mis)t

s/m
70

60
50
40
30

20

15
tls

20

s/m s=(5m)+(4m/s) t+(0,2m/s?) t?

180

160

/|

/

140
120

100

80

60

40

20

s=(5m)+(4m/s)t+(0,2m/s?) t2-(0,015m/s%) 3

10 15

10 15
t/s

20

20
t/s

Obr. 1.3 Priklady grafov polynémov prvého, druhého a treticho stupia
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o funkcie goniometrické (ak je argumentom uhol) a harmonické (ak je argumentom faza) —
sin x, cos x, tan x

Pre tieto funkcie s uzito¢né vzt'ahy

(1.13) tanazsma, sin>a+cos’a=1
cosa
tana 1 1

(1.14) sina=

, cosa=

J1+tan’ &

\/1+tan2a ) \/1+cotan2a

(1.15) sin2a=2sinacosa, cos2a=cos’a—sin’a

in? q = Lo C0s2a »  l+cos2a
(1.16) sina=——— | cos’ax=——""
2 2
(117)  sin’q = Sma—sinda ;  3cosa+cos3a
: y ’ -

(1.18)  sin(ax P)=sinacos f+sin fcos
(1.19)  cos (a+ f)=cos acosf + sin fsin a
tana +tan S

(1.20) tan(aiﬂ)zm

. . . + - . . + . -
(1.21) s1na+s1nﬁ:2sma2ﬂcosa2ﬂ , sma—smﬁ:2cosa ’Bsma p
+ —~ . a+f . a-
(1.22) cosoz+cosﬂ=2cosucosu , cosa—cosﬂ=—2smusma p
2 2 2 2
sin(a =
(1.23) tana*tanf= M, atd’.
cosa cos 3

Dalsie uzito¢né vety su Pytagorova veta, Euklidove vety, sinusova a kosinusova veta.

tanx
1
sinx
05
cosx

— 1 I 0 I
2 2 2
-0,5
) / /

Obr. 1.4 Grafy goniometrickych funkcii sinx, cosx a tanx

a1n
oty

ST
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e funkcie cyklometrické

(funkcia v = vy, arc tan (a f) sa vyskytuje vo vypocte rychlosti padu telesa za t€inku turbulentného
odporu vzduchu)

cyklometrické funkcie st inverzné funkcie k funkciam goniometrickym (oznacenie arc)
arc sin x, arc cos x, arc tan x

udavaju argument (uhol, fazu) zodpovedajiicu hodnote prislusnej goniometrickej funkcie.
arc (sin x) = x, resp. sin (arc sinx) = x atd’.

Na obr. 1.5 st grafy zékladnych cyklometrickych funkcii

Ty
T
y =arc|cos x 0
yFarctanx /
T
2 0 X
0 5 0 b 10 15 20
0 X
il os 0|5 | /
—] L
. 2
y=arcsinx | @
2

Obr. 1.5 Grafy cyklometrickych funkcii arc sin x, arc cos X a arc tan x

Pozn.: cyklometrické funkcie su na kalkulacke zvycajne oznacené
arcsin x — sin™' x, arccosx — cos™'x, arctanx — tan™' x (nejedna sa tu 0 mocninu na —1)

e funkcie hyperbolické

(hyperbolickéd funkcia coshx sa vyskytuje pri vypocte tvaru zavesenej retaze — preto sa vola
ret'azovka)

Hyperbolické funkcie st definované vztahmi

- e’ +e sinh x
, coshx= 7 tanh x = .

—X

(1.24)  sinhx=S—

coshx
Grafy zakladnych hyperbolickych funkcii st na obr. 1.6.

Pre hyperbolické funkcie platia vztahy

(125) cosh’x—sinh’x=1

(1 .26) sinhx = & coshx = !

wll—tanhzx, J1—tanh*x '

e funkcie hyperbolometrické
Hyperbolometrické funkcie st inverznymi funkciami k funkciam hyperbolickym
y=argsinhx, y=argcoshx, y=argtanhx

Grafy hyperbolickych a hyperbolometrickych funkcii st na obr. 1. 6
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4 argtanh x argsinhx
coshx y y y .: //
i ,' ///argcoshx
N / 1 /'
\_/‘4 o . 1/ /
X

Ao
tanhx/ // 1

/
!
sinhx N

4

Obr. 1.6 Grafy hyperbolickych a hyperbolometrickych funkcii

Ako vidno v grafe, hyperbolické funkcie st definované na mnozine (-0, o).

Funkcia arg sinhx ma definiény obor (—, ), arg coshx obor (1, «) a arg tanhx obor (-1, 1).

Pozn.: Na kalkulacke hyperbolometrické funkcie ndajdeme zvycajne pod tlacidlom hyp a dalej

argsinhx — sinh™!x, argcoshx — cosh™'x, argtanh™' x — tanh~!x (nejde tu 0 mocninu na —1)

e Funkcie exponencialne a logaritmické

Exponencialna funkcia ma tvar a™, Specialne ¢' (e ~ 2,718 — Eulerovo ¢islo).

Inverzna funkcia je logaritmus log, x (logaritmus x pri zakladu a), Specidlne logx (logaritmus pri

zakladu 10 — dekadicky logaritmus), Inx (logaritmus pri zadkladu e — prirodzeny logaritmus),

obr. 1.7.
Niektoré vztahy:
(127) logaax =x, ekx =kex, ea+b Zea eb, ea—b ze_b

(128) In(ab)=1Ina+Inb, 1n%=1na—lnb, e =kx,

Inx

N 5 7
) ex/ /s /

-= e~ t o

Obr. 1.7 Grafy exponencialnej funkcie a prirodzeného a dekadického logaritmu

Ako vidime, logaritmické funkcie st definované iba pre x > 0.
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1.4.2

e Pozn. 1: Vsetky uvedené funkcie su vo vedeckej kalkulacke. Je vhodné sa podrobne
oboznamit’ s moznostami, ktoré kalkulacka poskytuje.

e Pozn. 2: Na kreslenie grafov, numerické rieSenie rovnic, Statistické vypocty a pod. sa
s vyhodou vyuziva tabul’kovy editor EXCEL.

Skalarne a vektorové veliciny

Fyzikélne veli¢iny st dané jednou alebo viacerymi hodnotami.

Skalarne veliciny — st veliCiny, ktoré su urcené jedinou hodnotou so zodpovedajucou jednotkou
nezavisle od posunutia Casovej osi a posunutia, pripadne natoCenia, suradnicovej sustavy.
Prikladom je hmotnost’ telesa.

Vektorove veliciny — su veli¢iny, ktoré st urené jednou alebo viacerymi hodnotami
so zodpovedajucou jednotkou, ktoré zavisia od posunutia alebo nato¢enia suradnicovej sustavy.
Pocet zloziek vektorovej veliCiny je dany rozmerom (dimenziou) priestoru, napr. v beznom
3D — trojrozmernom priestore maju vektory tri zlozky. Ak rieSime pohyb po priamke, dej sa
odohrava z hl'adiska opisu v jednorozmernom priestore, a teda vektorova veli¢ina je zadana iba
jednou hodnotou, napr. vektor rychlosti priamociareho pohybu. Na druhej strane existuje napr.
fazovy priestor so siradnicami x, y, z, px, py, p- (polohy a hybnosti Castice), ktory je 6-rozmerny.
Tenzorové veliciny —su veliCiny zadané maticou hodnét. Vacsinou ide o transformaciu jedného
vektorového pol'a na iné, ked’ dochadza k zmene smeru vektora, napr. vztah vektora D elektricke;j
indukcie a vektora E elektrickej intenzity: D =g E v anizotropnom prostredi, kde & je tenzor

(matica 3x3) permitivity — v takom prostredi nemaju vektory D a E rovnaky smer a nasobenie
tenzorom meni nielen velkost’ ale i smer vektora (v izotropnom prostredi sa tenzor € zredukuje
na jedini hodnotu ¢— elektrickii permitivitu prostredia, pricom vektory D a E maji smer
rovnaky).

Pravidla pocitania s 3D vektormi
Scitanie a od¢itanie vektorov

Ak je vektor zadany v algebrickom (zlozkovom) tvare, s¢itaju (od¢itajn) sa jednotlivé zlozky

(alf+a2j+a3l€)i(b,f+b2j+b31€)=(a1ibl)f+(a2ib2)j+(a3ib3)/€,

kde f, j, k su jednotkové vektory v smere jednotlivych osi.

Grafické s¢itane — od¢itanie 2D vektorov

S

Q
|

S

Qu
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Casto potrebujeme 2D vektor @ rozloZit’ na zlozky v predpisanych smeroch 1 a 2

Nasobenie vektorov

Definované su dva suciny — skalarny sicin a vektorovy stéin

Skalarny st¢in d-b sa oznacuje bodkou, pripadne sa bodka vynecha, vysledkom je skalar.

Vysledok ma tvar i-b=ab CosQ,

kde a, b su velkosti vektorov a ¢ je uhol, ktory vektory zvieraju.

Skalarny stéin je komutativny a-b=b-d

Ak su vektory dané ortogonalnymi (navzajom kolmymi) zlozkami, vyjadrime skalarny sucin
5-1;=(alfb+azj~'+a3l€)-(b] Z-+b2j+b3/€)=a]b] +a,b, +a,b,.

Skalarnym st€inom mozno urCovat priemet vektora do stanoveného smeru, napr. smeru

s jednotkovym vektorom 7

a=a-i.

Vektorovy stcin d X b sa oznacuje znamienkom x. Vysledkom je vektor ¢ , ktory ma smer kolmy

na obidva vektory, pri¢om vektory v poradi d, b,¢ tvoria pravotocivu trojicu (pomdcka: prvé tri
prsty pravej ruky), a velkost’ je

c=|dx5|=absin¢.
Vektorovy sucin nie je komutativny, pri zmene poradia vektorov sa meni znamienko sicinu
a vysledny vektor ma opacny smer

ixb = -bxa.
Ak su vektory zadané ortogonalnymi zlozkami, mozno vektorovy sucin vyjadrit

axb=(a,a,,a)x(b,b,,b,)=(a,b,~a, b,,a;b,—a,b,,a,b,~a,b,).

Uzitoéné vztahy

Dvojnasobny stéin skalarny g -(5 -5) =b-(d-¢)=¢ -(c? -5)

Dvojnasobny suéin vektorovy d x (5 x E) =b(d-¢)-¢ (Zz . l;)

Dvojnasobny st¢in zmieSany g - (5 X E) =b-(éxd)=¢- (a x 15)

Pozn.: Vtlacenych textoch sa vektory oznacuju tuénym pismom d = a, oznacenie Sipkou sa

pouziva v rucne pisanych textoch.
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1.4.3 Derivacie

Fyzika pojednava o dejoch, ktoré sa odohravaji vo svete. Kazdy dej je postupnost’ po sebe
nasledujticich zmien stavu pozorovaného objektu. Deje zobrazujeme pomocou zmeny stavovych
fyzikalnych velicin, ktoré dany dej opisuju. Zmena stavovej veli¢iny je opisana funkciou zavislou
od Casu. Pri kazdej zmene nas zaujima, ako rychlo zmena prebieha a aka je celkova zmena stavovej
veli¢iny v danom ¢asovom intervale.
Uvazujme stavovu veli¢inu x, ktord sa s Casom meni, pricom zmenu opisuje funkcia x = f(¢). Za
Cas At sa hodnota veli¢iny zmeni o Ax. Pomer

A
(1.29) Sy
udava priemernt rychlost’ zmeny na danom ¢asovom intervale.
Ak chceme podrobnejsie preskimat’ priebeh deja, potrebujeme poznat, ako rychlo sa meni stavova
veli¢ina v kazdom okamihu na danom intervale. Znamena to rozdelit’ Casovy interval na vel'mi
kratke ¢asové intervaly (okamihy), ktoré oznacujeme d¢ (interval A — d elementarny interval). Za
tento elementarny ¢as dojde k vel'mi malej (elementarnej) zmene stavovej veliCiny. Rychlost’
zmeny pocas tohto okamihu — okamzita rychlost’, je

y = d_x
(1.30) de
Podobne ako x = f () je funkciou Casu, tak aj y = g (¢) je funkciou Casu, a teda
df (¢
£(r)= d(t |
(1.31)
Podobne matematika zavadza operaciu derivacie
Af(¢
gmat(t) = lln}) &
t—> At
(1.32)

s tym rozdielom, ze v limite Az — 0 sa Casovy interval neobmedzene blizi k nule, zatial' co vo
fyzikalnej uvahe zostava interval d¢ vel'mi maly ale kone¢ny na tirovni meratelnosti dostupnymi
pristrojmi. Zatial' ¢o vztah (1.33) definuje derivaciu funkcie f(¢), vztah (1.32) stile zostava
zlomkom (pomerom konecnych hodnét). Ak je interval df dostatocne kratky, nie je medzi
okamzitou rychlostou zmeny a ¢asovou derivaciou meratel'ny rozdiel. To nam umoznuje vo fyzike
primerane vyuzivat matematicku teériu derivacii.

Rovnaky postup mozeme pouzit’ pri inych pomeroch vzajomne suvisiacich veli¢in. Napr. ak sa
posunieme o dx, zaznamename zmenu teploty d7. Vyraz d7/dx prestavuje strmost zmeny
(gradient) teploty. Podobne ak stupane do kopca, pri vodorovnom posunuti dx sa zmeni vyska
o dA. Pomer dA/dx predstavuje strmost’ stupania svahu (ak je vysledok zéporny, ide o strmost’
klesania). Dopravna znacka ,nebezpetné klesanie — stipanie“ uddva gradient vozovky
v percentach (%). Iny pripad predstavuje stanovenie objemovej hmotnosti (hustoty). Priemerna
hustota telesa p,=m/V, ak nas zaujima rozloZzenie hmotnosti v telese, rozdelime teleso sa
objemové elementy dJ a ur¢ime lokalnu hustotu p=dm/dV, kde dm je hmotnost’ elementu dV.
Nehomogenitu telesa potom opisuje pomer dpo/ dx (gradient hustoty).



Uvod 15

Pozn.: Derivacie funkcii sa skratene oznacuju apostrofom f'(x), s vynimkou casovych derivacii,
ktoré sa oznacuju bodkou nad velicinou, napr. y . Ak sa derivdcia opakuje, znamienko sa rozsiruje,

Pre praktické vyuzitie je vhodné poznat’ derivacie jednoduchych funkcii a pravidla pocitania s nimi.

Derivaciu vieme pre kazdu funkciu ur¢it’ pomocou vzt'ahu (1.33). Uvedieme ukazkovy priklad:

Af P kx’
0 =ks g@= lim ) i KO TR o et kax)=2kx

Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0

Derivovanie predstavuje matematickl operaciu a mozno teda derivaciu formalne zapisat’

kde vyraz di je operator derivacie (predpis, ¢o treba urobit’ s funkciou y).
X

Zo zavedenia derivacie je zrejmé, ze derivacia funkcie urcuje smernicu doty¢nice ku grafu funkcie
v danom mieste (xo, }o):

Ly

=k(x- , kd
y (X xo)+J’o € dx|

o0

(1.33)

Z matematiky pozname derivacie funkcii, z ktorych uvadzame struény prehl’ad najCastejSie sa
vyskytujucich funkcii

Tab. 1.1 Tabulka vybranych funkcii a ich derivacii

f(x) g(x) f(x) g(x) f(x) gx)
k 0 sin x coS X sinh x cosh x
x" nx"! COS X —sinx cosh x sinh x
1 1
e e tan x > tanh x >
cos” X cosh” x
> * t ! tanh !
e ae arctan x arg tanh x
1+x° s 1-x’
! a —1 a !
1 - t tanh
nx . arctan ax 1+(ax)2 arg tanh ax 1—(ax)2
1
Inax - In (cos ax) —atanax In (cosh ax) a tanh ax
X

Dalsie derivacie funkcii najdeme v prislusnej matematickej literatre alebo na internete.

Vybrané pravidla prace s derivaciami:

Derivacia suctu funkcii je rovna sactu derivacii jednotlivych funkeii

Derivacia sucinu a podielu
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s @] =g+ (x)g(x)

[f(X) f'(x) g(x) ~f(x) g'(x)
135 L&) g*(x)

Derivécia inverznej funkcie
Uvazujme funkciu y = f (x) a k nej inverzni x = f'(y) = g ()

Kedze ,.fyzikalnu derivaciu* mozeme povazovat’ za podiel, méZeme napisat’

' 1 1
o g (y)
(1.36) dy
Ako priklad uvadzame:

prey=Inx,atedax=e”

(Inx) =——=— -

€) e x

y=arctan x, atedax =tany

(arctanx)' = =cos’y= =

y = arctanh x, a teda x =tanh y

' 1
t h === h2 = =
S T A B S

Derivécia zlozenej funkcie

Uvazujme zlozent funkciu z = f [y (x)]. Ak pracujeme s derivaciou ako so zlomkom, mézeme
napisat’

e
(1.37) dx \(dy)\dx

ovnakym postupom mozeme riesit’ aj viacnasobne zlozent funkciu.
R k t t b 1 funk

Napr.:
pre y=k sin(cot + a) , kde faza harmonickej funkcie ¢ = wt+a

‘:d_y:d_yd_q):kcosgo i(a)t+0t)=ka)cos.(a)t+05)
A dg dr dr
pre y:easinml’kdeu:wt’v:asinu

,_dy_dydvdu _
dt  dv du dt

asinwt

e’ (acosu)w=awe coswt

pre y = In (cos ax), u=cos ax,v=ax

4y _dydudv 1

(—sinax)a:—atanax
dx dwu dvdx cosax

pre y=In(coshax),u=coshax,v=ax
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(138) dT. =

o4y _dydudv 1

= sinhax)a= atanhax.
dx du dv dx coshax

Parcialne derivacie, gradient a uplny (totalny) diferencial

Ak mame funkciu viacerych premennych, derivaciu robime postupne podla jednej z nich.
Napr. teplota je funkciou polohy, a teda sturadnic x, y, z: T=1f (x, y, z). Ak sa posunieme o dx
v smere osi x, zmeni sa teplota o d7'x, podobne pri posunuti o dy a dz,

pricom

B aT(x,y,z) dr . dT - GT(x,y,z) dy a dT = 8T(x,y,z)
b y z

Ox oy 0z

dz .

Derivéacie podla iba jednej premennej (pri derivovani sa zvy$né premenné povazuju za
konstanty) je iba ¢iasto¢na (parcialna), preto sa taka derivacia nazyva parcialna derivacia.
Oznacuje sa odlisnym znamienkom derivacie 0.
Parcidlna derivacia podla suradnice udava strmost’ zmeny funkcie pri postvani v danom
smere.
Napr.: Ak mame funkciu z = a x? sin y, potom parcialne derivacie podl'a premennych su

oz

. Oz )
—=2axsiny, —=ax cosy.
x 0

Ak nas zaujima celkova zmena funkcie pri zmene oboch premennych, parcidlne zmeny
sCitame a dostdvame zmenu uplnu — totalny diferencial

0z

(1.39) dz:dzx+dzy:%dx+—dy .

oy
Ak su premenné priestorové stiradnice, musime pri s¢itani parcidlnych zmien uvazovat' aj
rézne smery posunutia, napr. pre zmenu potencialu ¢ = @(x, y, z) mame

op ., Op ., Op o, 0 , 0
1.40 E(x,y,z)=—i+—j+—k =| —i+— j+—k |p=gradg .
(140)  E(wy,z)=Z0i+ o0tk =| L+ g, S o k|o=grade
. , . . 0., 0 . 0
Takto je zavedeny operator gradientu grad=—i+—j+—k .
Ox Oy oz

1.4.4

VeliCina E, ktoru dostaneme aplikaciou operatora gradientu, udava smer a velkost’ najstrmse;j
zmeny funkcie @, napr. ak je ¢ elektricky potencidl, je E vektor elektrickej intenzity.

Grafické a numerické derivovanie

Ak mame funkciu zadant graficky, alebo je funkcia prili§ zlozita, méZzeme derivaciu urcit
graficky alebo numericky.

Ak je funkcia zadand grafom, napr. graf drahy ako funkcia ¢asu, a chceme zistit’ derivaciu, napr.
graf rychlosti, vyuzijeme poznatok, ze derivacia je smernica dotyCnice ku grafu funkcie.
V jednotlivych bodoch grafu urobime doty¢nicu a uréime graficky smernicu doty¢nice.

Ak mame funkciu dana tabul’kou hodnét, uréime derivaciu ako podiel rozdielu hodnét a dizky
intervalu susednych buniek. Cim je interval medzi susednymi bunkami mensi, tym presnejsie
derivaciu ur¢ime. Vysledky najlepsie ziskame pomocou tabul’kového editora, napr. EXCEL.

Integral
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Na niekoho pdsobia samotné nazvy derivacia a integral odstrasujucim dojmom nie¢oho tajomného
atazko pochopitelného, apritom je to celkom jednoduché. O jednoduchosti derivacii sme
pojednali v predchadzajucej Casti, teraz sa pozrieme na integral (vyznam celok, sucet).
Ak chceme dostat’ celkovll zmenu stavovej veliiny y = f(x), spocitame jednotlivé elementarne
zmeny od zaciatku az do konca intervalu

N V2

Ay = ZAyi - Ay = de.

i=1 »
Oznacenie suctu znakom suma sa pouzije, ak su s¢itané prirastky spocitatel'né, a teda ich mozno
oznacCit' indexom. Ak su prispevky velmi malé (elementarne) a prispevkov je velmi vela,
pouzijeme znak integral - ale v podstate ide o to isté — sucet.

Ak uvazime zavedenie derivacie ako podielu elementarnych zmien (1.31) a (1.32), m6Zeme pisat’

V2 *2
Ay =Af(x)= Idyzjg(x)dxzf(xz)—f(xl).
N X
Ako vidime, ide o vzt'ah medzi funkciou g (x) a f(x) ako pri derivovani, ale v opacnom smere, pozri
Tab 1.1.

Priradenim g (x) — f(x) ur¢ime tzv. neurcity integral (primitivnu funkciu). Pre konkrétne
vypocty ale potrebujeme urcit’ hodnotu na danom intervale premennej x, tzn. urcity integral. Ak
teda chceme vypocitat’ urcity integral funkcie g (x) v medziach od x; do x», najprv najdeme k funkcii
g (x) jej primitivnu funkciu f(x) (bud’ si ju pamitame alebo pouzijeme vhodnu prirucku, prip.
internet), a potom vypocitame rozdiel hodnét primitivnej funkcie v hornej a dolnej medzi — aké
jednoduché.

Urc¢ith konkrétnejsiu predstavu st urobime grafickou interpretaciou urcitého integralu.

Uvazujte linearnu zavislost' rychlosti od casu

(rovnomerne zrychleny pohyb). Sucin vdf je v

elementarna draha ds=vdt. Zaroven vidime, v=votat
suc¢in zodpoveda ploche pasika pod krivkou

zéavislosti. Integrdl znamena stcet, a teda stcet ]

ploch vsetkych pasikov je celkovy obsah plochy
pod krivkou od zaciatku do konca intervalu.

1 t

s=[jvdt=;|:(vo+at)dt=;|:v0dt+a;|j‘tdt. /// f/
2

S pouzitim tab. 1.1 dostaneme t dt b t

S=Tv0dt+aTtdZ=v0(tz —tl)+%a(t22 ~1).

h h

O vysledku sa mozeme presvedcit’ aj ur¢enim obsahu plochy lichobeznika v grafe.

V tomto pripade moézeme pouzit’ jednoduchi geometrickt predstavu, ale v pripade zlozitejSich
zavislosti sa bez integracie nezaobideme.

Ak napr. rychlost’ klesa exponencidlne v=v, exp(—LJ , kde 7 je konstanta, celkova draha az do
T
t t|*

0
zastavenia, tzn. t, — oo, S=J.voe dt=-v,re 7| =y,7T.
0

0
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Pre integral platia podobné pravidla ako pre bezné s¢itane — zakon komutativny, asociativny,
distributivny, a pod.

Niekedy je ulohou integrovat’ zlozitejsiu zavislost,, ktorej funkciu nendjdeme v tab. 1.1 alebo
podobnom zdroji informécii. Moznymi cestami je integrovant funkciu transformovat’ na tvar, ktory
uz v tab. 1.1 najdeme. Pouzivané transformacie st metéda substitu¢na a metoda per partes.
S metodami sa bliz8ie zoznamime pri rieSeni konkrétnych tloh.

Numericka integracia

Ak mame funkciu dant diskrétnymi hodnotami formou tabulky, napr. v tabulkovom editore
v pocitaci, s dostatone jemnym rovnomernym delenim nezavislej premennej, stanovime pre kazdy
interval Ax = x, —x; obsah stipca (lichobeznika) ¥4 (y1 + y2)(x2 — x1). Ak je interval Ax dostatoéne
maly, je zakrivenie hornej strany stipca zanedbatelné, a tak mozno stipec povazovat’ s dostatoénou
presnostou za lichobeznik. Sucet obsahov vSetkych lichobeznikov na intervale integracie
zodpoveda hodnote urcitého integralu funkcie. Tto metddu mozno pouzit’ vyhodne s pouzitim
pocitaca, napr. v tabul’kovom editore EXCEL. Ak mame jednotlivé intervaly nezavislej premenne;j
dané napr. hodnotami merania a st pomerne vel’ké, mozeme pre ucel integracie pouzit’ regresnii
krivku a podl'a nej doplnit’ sibor hodnét a zjemnit’ zakladny interval integracie.

1.5 VySetrovanie priebehu funkeii

Pri rieseni fyzikalnych loh Casto dostdvame zavislost’ (vyjadrenie) fyzikalnej veli¢iny pomocou inych
veli¢in znazornenej vo forme funkcie. ZvycCajne sa chceme o tejto funkcii dozvediet ¢o najviac
a formulovat’ zavery o vplyve jednotlivych veli¢in na vysledok rieSenia tilohy.

Najlepsiu predstavu o priebehu funkcie ziskame jej grafickym znazornenim. Z grafu vidime, ¢i je
rastica alebo klesajuca, ¢i ma lokalne extrémy, ¢i je ohrani¢ena alebo neohrani¢end, na akom intervale
je definovana, ¢i ma napr. nulové body, atd’.

Casto pozadujeme presné uréenie niektorych parametrov, ako je napr. nulovy bod, smernica doty¢nice,
poloha maxima (minima), a pod.

Ak mame funkciu y = f(x), nulové body h'adame riesenim rovnice f(x) = 0.

Pri hl'adani smernice dotyCnice (rychlosti zmeny, gradientu) vyuzivame Standardne prva derivéciu.
Kladna derivacia zodpoveda rasticej funkcii, zaporna klesajicej. Nulova derivacia oznacuje lokalny
extrém (lokalne minimum alebo maximum) alebo inflexny bod. Ak charakter bodu s nulovou derivaciou
nevyplyva priamo z fyzikalnej tvahy, moZno sa o flom presvedcit’ druhou derivaciou — kladna urcuje
minimum, zaporné¢ maximum a nulova inflexny bod.

Niekedy mozno pouzit' Specialne tvahy. Napr. vysledok dostaneme v tvare kvadratickej funkcie —
polohu extrému mozeme urcit’ pomocou dvojice nulovych bodov, priCom extrém je v strede medzi nimi.

1.5.1  Grafické znazoriiovanie funkénych zavislosti veli¢in

Kreslenie grafov

Casto pozadujeme znazornenie vysledku merania alebo vypoétu v grafickej forme. Grafy mozu byt
velmi rozmanité od stipcovych, koladovych az po matematické. Pri znazortiovani fyzikalnych
zavislosti sa najCastejSie stretavame s dvojrozmernymi matematickymi grafmi.
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Kreslenie grafov ma zakladné pravidla (obr. 1.1):

s/m
5,0

4,0 K

3,0

2,0

1,0

0,0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tls

Obr. 1.1 Priklad dvojrozmerného linearneho grafu

i) zakreslime osi, pripadne aj mriezku

i) osi oznacime veli¢inou a jednotkou

iii) krajné hodnoty stupnic sa volia tak, aby graf pokryval ¢o najvéacsiu plochu obrazku

iv) na osiach je rovnomerne rozdelena stupnica (hodnoty nameranych bodov sa neudavaja)

v) namerané body sa oznacia vhodnou znackou (ak sa vynasaju viaceré zavislosti, kazda sa
oznaci inou znackou, napr. x, 9, ¢, A, e)

vi) ak ma namerana hodnota ur¢enu neistotu, vyznacime ju v grafe znackou % , priCom hranice
znacky zodpovedaju neurcitosti

vii) vynesie sa najpravdepodobnejsia (regresna) hladka krivka zodpovedajica nameranym
bodom (namerané body sa nespdjajii, s vyhodou sa pouzivaju rézne regresné programy
v kalkulacke alebo pocitaci)

viii) v pripade znazornenia teoretickej krivky sa jednotlivé body neznazornuju.

Pozn.: Pri zostrojovani grafov sa s vyhodou vyuzivaji rézne pocitatové programy.

Regresia grafickej zavislosti

Regresia predstavuje vypocet a zobrazenie najpravdepodobnejSej krivky zodpovedajicej
nameranym bodom grafu. Regresnu funkciu hladame tak, aby sucet kvadratickych odchylok
nameranych hodnét a hodnét funkcie v jednotlivych nameranych bodoch bol minimalny. Z tejto
podmienky sa ziskaj parametre krivky. Okrem toho sa uréuje neistota tychto parametrov podobne
ako v ods. 1.2.1. Ru¢ny vypocet je prilis Zdihavy, ale existuje rad programov na vypocet regresnych
funkecii, vratane regresného koeficientu a neistoét parametrov funkcie. Regresiou st vybavené aj
kalkulacky.

Najjednoduchsia je linearna regresia. MoZeme ale volit’ i iné typy regresnych funkcii, polynomicka,
exponencialna, logaritmicka, a pod. podl'a trendu hodndt alebo ocakévanej zavislosti. Parametre
regresnej funkcie sa riesi metddou minimalnej kvadratickej odchylky.

Linearizacia nelinedarnych funkcit
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Ak chceme overit’ urcitd predpokladanu zavislost’, najjednoduchsie je danu funkciu vhodnou
transformdciou linearizovat. Znamena to zaviest' také premenné, Ze zavislost’ tychto premennych
je linearna, napr.:

b
povodna funkcia y =a + —, nové premenné u = 1/x, v=y, nova funkciav=a + b u,
X

1
povodna funkcia y =4 exp[—%j ,nové premenné v=x, u=Iny,teda u=In4 - Ev )

Zostrojime potom funkciu u = f(v), ktord je linedrna. Namerané hodnoty prepocitame na nové
premenné, zakreslime ich do grafu (v, u) a urobime linearnu regresiu.

Regresia metodou minimalnej kvadratickej odchylky (minimalnych stvorcov)

Uvazujme subor nameranych hodnét (x;,y:), i =1, 2, ... n, ktoré by mali zodpovedat’ linearnej
zavislostiy =k x + q.

Lineéarna regresia predstavuje stanovenie parametrov zavislosti & a g tak, aby stcet kvadratickych
odchylok bol minimalny. Zavedieme funkciu

t(kg)=X(n-2) =2 [n~(kx +a)]

i=1 i=1

Ide o funkciu dvoch premennych. Podmienka minima zodpoveda nulovej derivacii funkcie podla
obidvoch premennych (parcialne derivacie)

8fk
q ZZ[y kxf+q)](—x,.)=0,

afkq ZZ[y kxl.+q)](—1)=0.

Rovnice upravime na tvar

ixiyi _kzn:xiz_QXxi =0
i=1 i=1 i=1
iy,.—kixi -ng=0.

i=1 i=l1

Z nich dostavame

n n n n n n n
2
inzyi _”inyi in inyi—zxfzyi
=l =1 i=1 =l =1 =1 =1
- 2 > q= 2
n n n n
2x | —n X 25 | —n 2
X, noyx X, noy x
i=1 i=1 i=1 i=1

Ked’Ze meranie je zat'azené urcitou nepresnostou, prejavi sa to aj v nepresnosti urcenia parametrov

k a g. Predpokladajme, Ze k danej (presnej) hodnote x; uréime hodnotu y; s neistotou dy;. Neistota
Jj-tej hodnoty sa prejavi neistotou parametrov

ok le.—nxj 6(] Xj;x[ —;Xf

Ok, =—23dy, = L 3, 8qj:8 8y, =

/ a . / n 2 n . n 2 n
g (in] a3 . (in] a3
i=1 i=1 i=1

i=1

3y .
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Vysledna standardnd odchylka parametrov je dana odmocninou suc¢tu kvadratickych parcidlnych
prispevkov

I 2 I 2
n—2_,-:1(8k’) . 0q= n_zj:l(éq/) :

Ok =

Pozn.: KedZe ide sustavu s dvoma parametrami, je v menovateli n—2.

Ak predpokladame, Ze neistota dy; = Oy je rovnaka pre vSetky merania, Standardné odchylky
upravime na tvar

Zn:x?
n oy 1 '
6k=‘/ a dg= oy.
n—2 \/ " " 7 n—2 4
n

i=1
Regresia linedrnou zavislostou prechadzajucou pociatkom y =k x

Ay, =y, —kx

1.5.2  Analyza a nahrady funkcii

Casto v priebehu riesenia problému prideme k analyze funkcie, ktora je celkove vel'mi zlozitd. Nés ale
zaujima iba urCity uzky interval hodnoét veliCin. Snazime sa potom funkciu na danom intervale
zjednodusit. Castym zjednoduSenim je ndhrada funkcie polynémom (Taylorov rad), radom
goniometrickych funkcii (Fourierov rad) a pod.

Najcastejsie vyuzivame nadhradu funkcie polynomom.
Uvazujme funkciu y =f(x) a chceme ju nahradit’ jednoduchym polynémom v okoli bodu xo.
Matematicka teoria rieSi problém exaktne, my sa vSak sustredime na zjednoduseny vyklad.
Vychadzame ztoho, Ze fyzikdlne funkcie su ,rozumné“ a spifiajii podmienky na nahradu
polynémom.
Funkciu nahradime polynémom

y=1f(x)=yo+a(x—xo0)+b(x—x0)?+c(x—x0)+..

Vo vseobecnosti je rad nekonecny, ale pre praktické Gcely Casto vysta¢ime s prvymi ¢lenmi do
tretej mocniny. Preco? Lebo prvé tri mocninové ¢leny vystihuju zakladny charakter funkcie
v blizkom okoli bodu x¢. VysSie ¢leny iba koriguju nahradu vo vac¢sej vzdialenosti od bodu xo.
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Prvy (nulty) ¢len udava polohu bodu (xo, o). Prvy mocninovy (linearny) ¢len udava strmost’ funkcie
v danom bode (smernicu doty¢nice). Druhy mocninovy (kvadraticky) ¢len — usek paraboly, udava
symetrické zakrivenie funkcie v bode xo (odchylku od linearneho priebehu rovnaka po obidvoch
stranach). Treti mocninovy (kubicky) ¢len koriguje nesymetriu zakrivenia (podl'a znamienka na
jednej strane prid4, a druhej uberie).

Ak maja funkcia y(x) andhradny polynom v bode xo rovnakdl hodnotu, prvli, druha a tretiu
derivaciu, priebehy obidvoch funkcii sa s vysokou mierou presnosti zhoduji na malom intervale
v okoli bodu xo. Podmienka zhody je teda

n=t), S aap(e ) ee(en) ] =a
f2

ddx(2X) N :[21) +3:2 c(x—xo)+-~]xzx0 = 2b

f3

d (3x) :[3.2.1 C+"'], =3l¢c=6c.

dx T

Rovnako sa postupuje pri reSpektovani d’al§ich vyssich ¢lenov nahrady. Vysledok nahrady funkcie
polynomickym (Taylorovym) radom je

’ 1 " 1 m l n n
f(x)zf(x0)+f (xo)(x—xo)—sz (xo)(x—xo)2 +gf (xo)(x—xo)3 +--~+;f( )(xo)(x—xo) +es

kde n! =1-2-3- ... -n je faktorial prirodzeného Cisla n.

Ako priklad uvedieme aproximacie funkcii v okoli bodu xo =0 :

(1+x)k= 1+kx+%k(k—l)x2+...,

1 1 1
konkrétne \/1+x:(l+x)2 = 1+Ex—§x2+...
1 ! )

1 1
v prvom pribliZzeni ~Jl+x=1+—x.
J1=x 2

1 1
e =l+x+—x'+—x+.. 2l+x+—x’~ 1+x
2 3! 2

, 3.1 s L
SmMmx=x——Xx +§X +..RX——X R X

cosx:1—1x2+ix4+... zl—lxzz 1
2 4!

1n(x+1)=x—%)62+§x3 +...zx—lx2 XX,
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1.5.3 Fourierov rad

Podobne ako je mozné nahradit’ funkciu Taylorovym (mocninovym) radom, periodick funkciu
mozno nahradit’ radom harmonickych funkcii.

Ak ma funkcia f(¢) periodu 7, tzn. f(¢) =f(¢ + T), resp. uhlovu frekvenciu w=2n/T, funkciu
nahradime radom

f(t)=a,+ i(ak coskwt + b, sinkwt).
k=1

Pripadné detaily moZzno ndjst’ v prislusne;j literatire alebo na internete.

1.6 RieSenie rovnic

Analyza fyzikalneho problému vicsinou vedie krieSeniu rovnice. V jednoduchSich pripadoch
vysta¢ime s v§eobecnym analytickym rieSenim. Ak nas zaujima rieSenie v uzkom intervale premennej,
modzeme vyuzit' zjednodusenie zlozitejSich funkcii napr. ndhradou polynomom.

1.6.1 RieSenie kvadratickej rovnice

Uvazujme kvadraticka rovnicu

b c
ax>+bx+c = 0,resp. x’+—x+— = 0.
a a

Rovnicu upravime na tvar

, b bY (b)Y ¢ bY (b)Y ¢
X +—x+|—| -|—| +=—=0,resp. | x+— | =| — | ——,
a 2a 2a a 2a 2a a

odkial’ dostavame

Xp =~

Diskriminant rovnice je (vyraz pod odmocninou) D=b" —4ac.

Pre D > 0 ma rovnica dva redlne korene, pre D = 0 jeden koren dvojnasobny, a pre D < 0 dva korene
komplexné.

1.6.2  Riesenie kubickej rovnice

Vseobecné analytické rieSenie ma aj kubicka rovnica
x’+ax’+bx+c=0.

Riesenie rovnice publikoval ucenec z Oxfordu Thomas Harriot (v 17. storo¢i), pricom pouzil dvoji
substituciu.

. s e a - s 1
Prva substitcia x =¢ — 3 odstrani kvadraticky ¢len.
Po dosadeni rovnicu upravime na tvar

t3+(b—%a2)t+c+%cf—%ab:O,resp. P+pt+qg=0.
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Druha substitucia ¢ =y — 3£ pre y # 0 prevedie rovnicu na kvadraticku.
y
’ 1
Po dosadeni méame y°’ —(%j +qg=0,resp. y°* +qy’ —§p3 =0.
Y

Této rovnica je kvadraticka rovnica pre z = y?

1 oy
z? +qz—§p3=0,ktoramar1esen1e z=—

Konkrétne rieSenia zostaneme spétnou cestou od z k x.

20

I

4 6 5 3 1 1 3 2 1 0 2 1 ] 1 2
X X X X

5|.‘L'|=.T3—ﬁ.1':—2.1'—15 .EI.‘L'I=.‘IL'3—3.T:—E £|.T|=.T':—2.T - Slyl=x
D>0 D<0 D=0 D=0

Diskriminant uvedenej rovnice (kubicky ¢len x* s koeficientom 1) je
D=18abc—4a’c+a’b*>—4b> -27¢?,

a plati: pre D > 0 ma rovnica tri readlne korene, pre D < 0 ma jeden realny koreil a dva komplexne
zdruzené, pre D = 0 jeden jednoduchy a jeden dvojnasobny, alebo jeden trojnasobny koren.

Tieto tvrdenia nazorne zobrazuju grafy funkcii s (x), priCom realne rieSenia predstavuju priese¢niky
grafu funkcie s osou x.

V niektorych pripadoch, ked nevieme rovnicu rieSit analyticky, alebo je analytické rieSenie
komplikované, mozno pristupit’ ku grafickému alebo numerickému rieSeniu rovnice. V tychto pripadoch
vSak musime rovnicu riesit’ iba pre konkrétne numerické hodnoty, a tym sa vytraca v§eobecny charakter
rieSenia.

Riesenim rovnice Casto dostdvame viac rieSeni, a preto sucast'ou rieSenia je aj posudenie, ktoré z rieSeni
ma fyzikalny zmysel.

1.6.3  Grafické — numerické rieSenie rovnice

Pri rieSeni zlozitejSich rovnic, najmé s nelinearnymi funkciami, mozeme vSetky ¢leny rovnice
presunit’ na lav( stranu ana pravej tak mame nulu, f(x) =0. Na zaklade vypoctu hodnot
v niekol’kych bodoch zakreslime graf funkcie a najdeme priesecniky s osou x, ktoré predstavuju
realne rieSenia rovnice. Najprv zakreslime graf orientacne (na hrubo). Po identifikacii nulovych
bodov funkcie rieSenie spresnime vypoctom hodnét v tesnom okoli najdeného nulového bodu.
Riesenie tak mézeme postupne spresiiovat’. S vyhodou sa pritom vyuziva naprogramovanie funkcie
vo vhodnom vypocétovom prostredi.

Tento spdsob riesenia rovnice neumoziuje uréit’ komplexné rieSenia rovnice.
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1.6.4 Numerické rieSenie

1.7

1.7.1

Numerické rieSenie rovnice sa robi rovnako ako grafické, len s tym rozdielom, ze nekreslime graf
funkcie, ale hodnoty zapisujeme do tabul’ky, az kym nie su v susednych bunkéch tabulky hodnoty
s opacnym znamienkom. Po zaciatocnom identifikovani nulovych bodov rieSenie spresiiujeme
metddou postupného priblizovania. Existuju sice Specidlne metddy numerického rieSenia, ale pre
ucely beznych fyzikdlnych vypoctov postaci jednoducha metdda postupného priblizovania.

Opét s vyhodou vyuzijeme vypoctova techniku — programovatel'nu kalkulacku alebo pocitac.

Komplexné ¢isla
V oblasti realnych ¢isiel nie je definovana odmocnina zaporného ¢isla. Pritom s odmocninou
zéporného Cisla sa stretivame Casto, napr. pri rieSeni kvadratickej rovnice. Tato odmocnina
predstavuje dolezitl informéaciu, preto jej treba priradit’ tieZ urciti hodnotu, ktora v§ak nespada do
mnoziny realnych Cisel. Pre takého cisla sa pouziva oznacenie symbolom ,,i* a ndzov imaginarne
&islo. Symbol ,,i* zaroveti predstavuje imaginarnu jednotku i =+/—1, takZe 'ubovolné imaginarne
¢islo vyjadrime ako realny nadsobok imaginarnej jednotky

A=+—-a’=a~-1=ia.
Komplexné cislo je sucet Cisla redlneho a imaginarneho ¢ =a +1b, kde a je realna zlozka a b
imaginarna zlozka komplexného ¢isla.
Komplexné ¢isla sa zvy€ajne oznacuju v tlaCenom texte tu¢nym stojatym pismom b. Niekedy, a

najmi v ruéne pisanom texte strieskou nad veli¢inou b alebo bodkou d, pripadne vodorovnou
¢iarkou @ nad veli¢inou — podla potreby a dohody.

Znazornenie komplexnych Cisiel a veli¢in

Komplexné c¢islo obsahuje dve nezavisle premenné. To umozinuje grafické znazornenie
komplexného ¢isla v 2D ortogonalnom priestore (Gaussovej rovine) s dvomi kolmymi osami, na
ktoré sa vynasaju realne ¢isla na os Re a imaginarne ¢isla na Im os.

Im Im
L wl-
a
\ @ \
o) @ Re 0 a Re

Komplexnému ¢islu prislucha v Gaussovej rovine bod so suradnicami ai, a» (obrazok vl'avo).
Komplexnému ¢islu moézeme v Gaussove] rovine priradit’ vektor so zaciatkom v bode O,
(priesecniku osi Re a Im — obrazok vpravo), ktory zviera s osou Re uhol «.

Komplexné &islo sa vyznaéuje modulom (velkostou) 4=./a’ +a; aargumentom (uhlom) o
Okrem algebrického tvaru komplexného ¢isla a=a, +1ia,

sa pouziva goniometricky tvar a=A4 (Cosa +1sin a) )
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Tretim je tvar exponencialny a=Ae".
Pozn.: Orientacné potvrdenie rovnosti tvarov
a=A(cosa+isina)=Ae'".
Po zderivovani

:—Z=A(—sina+icosa)=iA(cosa+isina) =i&=i(Aei”).

Ak uvéazime rovnost’ i> = -1, dostdvame

ia

= A, tzn. ‘e =1,

~ . , . A ia
|a|=A\/cos2a+s1n2a=A,zaroven |a|=A‘e

Exponencidlna funkcia e'“s imaginarnym exponentom predstavuje komplexni jednotku

s argumentom ¢, resp. jednotkovy vektor v smere uhlu a.

1.7.2  Operacie s komplexnymi ¢islami
Praca s komplexnymi ¢islami (veli¢inami) je jednoducha, platia bezné pravidla algebry.
Scitanie (od¢itanie) komplexnych Cisiel
(al +ia2)ir(bl +ib2)=(a1 ib1)+i(a2 J_rbz)
Nésobenie komplexnych Cisiel
(a,+ia,)(b +ib,)=(a,b,—a,b,)+i(a,b, +a,b), pricom i2=—
Delenie komplexnych cisiel

a +ia, a +ia, b—1ib, _(albl+a2b2)+i(a2bl—alb2)

b +ib, b +ib, b—ib, b2 +b?
Vyhodné je nasobenie a delenie v exponencialnom tvare
A i i i(a+ ¢ Ae” A i(a—
Gb=A4¢“ Be” = AB ¢ ﬁ), iziz—e( 2
b Be’ B

Podobne mocnina
N . n .
an :(Aela) =An eln(l.

Odmocninou je Cislo, ktoré¢ po umocneni da povodné Cislo. n—t4 odmocnina ma tak »n vysledkov

f(fa 2n
dfa=4 e =</Eel("+"k) kde k=0, 1, ..., (n—1).

Tieto ukony mozno znazornit’ i graficky v Gaussovej rovine

a+b
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AB PPN 44 ~
‘r ab r a/b
at+f B a p
A A/B
| \a-5
A3 613 A B=3 a
a /3+120°
3¢ A4
a
a/3+24\0‘\°\

by

Riesenia n—tej odmocniny lezia vo vrcholoch rovnostranného n—uholnika, prvé rieSenie je pod
uhlom a/n (na obrazku je 3. odmocnina).

S pouzitim komplexnych veli¢in mozno jednoducho odvodit’ niektoré goniometrické vztahy
i 2 _ i2a .. 2 _ 2 -2 . . _ ..
e ) =e = (cosa+1s1na) =cos  a—sin” a +12sinacosa =cos2a +isin2«a
Porovnanim reédlnych Casti a imaginarnych casti rovnice dostdvame
cos2a =cos’ a —sin’ a a sin2a =2sina coso .

Podobne mozno postupovat’ pri odvodeni cos 3 a sin 3¢ atd’.

Funkcie sin ¢ a cos wt sa nazyvaju harmonické funkcie a opisuji harmonické (sinusové) kmity.
Preto aj ich kombin4cia je harmonickou funkciou, teda aj '’ = cosw? +isinwt je harmonicka
funkcia v komplexnom tvare.

Harmonicka funkcia sa s vyhodou pouziva pri rieSeni uloh s kmitmi a vinami, alebo pri rieSeni
striedavych elektrickych obvodov.
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1.8

Diferencialne rovnice
Kedze fyzikalne deje predstavujii zmeny a zmeny opisuju Casové derivacie, je zrejmé, ze bez
derivacii sa opis fyzikalnych dejov nezaobide. Je sice pravda, Ze za urcitych jednoduchych
podmienok moézeme derivacie nahradit’ jednoduchymi zlomkami (napr. rovnomerne zrychleny
pohyb), ale vznika tak nespravny dojem, Ze vSetky deje sa daju opisat’ jednoduchymi algebrickymi
rovnicami a derivacie a integraly su len zbytocnou komplikdciou. Stac¢i ale rieSit’ pohyb telesa
s odporom prostredia zavislym od rychlosti pohybu a bez derivacii a integralov tlohu nevyrieSime.
Deje opisuju rovnice, a ak sa v rovnici vyskytuje funkcia (veli¢ina) a jej derivacie, hovorime
o diferencidlnej rovnici.
Diferencialne rovnice st teda rovnice obsahujtice derivacie velic¢in. Rad diferencialnej rovnice je
dany najvyss$im rddom derivacie v rovnici.
Diferencialne rovnice delime na linearne a nelinearne, homogénne a nehomogénne. Diferencialna
rovnica je linearna, ak sa v nej vyskytuje hl'adana funkcie a jej derivacie v samostatnych ¢lenoch
v prvej mocnine. Diferencialna rovnica je nelinearna, ak ma aspon jeden nelinearny ¢len (funkcia
alebo jej derivacia vo vysSej mocnine alebo sucin funkcie a jej derivacie alebo sucin dvoch alebo
viacerych derivacii). Homogénna je diferencialna rovnica, ktora ma vsetky Cleny obsahujuce
hl'adant funkciu a jej derivacie na l'avej strane, a pravi stranu ma nulovu. Ak je prava strana
nenulova, je diferencialna rovnica nehomogénna. Prava strana predstavuje zdrojovl funkciu pre
hl'adant funkciu.
Dalej su diferencidlne rovnice oby¢ajné, ktoré obsahujii iba oby&ajné derivacie (derivacie funkcie
jednej premennej), a parcialne, ktoré obsahuju parcialne derivacie funkcie viacerych premennych.

S konkrétnymi pripadmi sa oboznamite v rieSenych tlohach.

Riesit’ diferencialnu rovnicu znamena hl'adat’ funkciu, ktora rovnici vyhovuje. Vyuziva sa k tomu
intuicia (odhad) alebo matematicka prirucka, v ktorej sa nachadzaji rozny typy diferencialnych
rovnic a ich rieSenie.

Niektoré jednoduché diferencialne rovnice sa daju riesit’ priamou integraciou, napr.

dv . , . .
m o k v? - rovnica pohybu spomaleného dynamickym odporom prostredia.
t
Rovnicu upravime na tvar rovnice, ktori mozno priamo integrovat’
dv k
—=——dt.
v m

Integraciou l'avej a pravej strany v medziach zodpovedajucich zaciatoénému a kone¢nému stavu

dostavame

v v ‘

d_);:J._de = _l =——X - l—i :—K(Z—O),

Yo 0 m x Vo m 0 14 VO m

odkial’ mame
k
V= ‘;COV — 1 Vo ,kde a= Vo rychlost klesa hyperbolicky.
1+ 70t +at m

m

Priamou integraciou mozno riesit’ diferencialne rovnice iba v Specialnych jednoduchych pripadoch.

Vo vseobecnych pripadoch sa postupuje tak, ze
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i) odhadneme tvar funkcie, ktorda je rieSenim rovnice (na zaklade vlastnych vedomosti,
kvalifikovaného odhadu alebo s pomocou matematickej uc¢ebnice)

ii) odhadnutu funkciu dosadime do rovnice a presved¢ime sa, ¢i rovnici vyhovuje — ak
nevyhovuje, hl'addme d’al$iu funkciu, az kym ti spravnu nendjdeme (ak nendjdeme vhodnu
funkciu poziadame o pomoc odbornikov — matematikov)

iii) detaily funkcie prispdsobime danej rovnici a pouzijeme zac¢iato¢né podmienky
Riesenie homogénnej diferencialnej rovnice

Homogénna diferencialna rovnica sa vyznacuje nulovou pravou stranou, pricom hl'adana funkcia
a jej derivacie st na lavej strane.
Najjednoduchsi pripad predstavuje homogénna linearna diferencialna rovnica s konstantnymi
koeficientmi

Yy +a, YV +..+ay +a,y =0,kde ao, ai, ... a1 sU konStanty.

Pytame sa: ktora funkcia y = f(x) ma t vlastnost’, ze funkcia i jej derivicie maju rovnaky tvar?
Ak ma byt rovny nule stucet ¢lenov, ktoré si funkciami, musia mat’ vSetky ¢leny rovnaky tvar
(stcet roznych funkcii nemoze byt identicky rovny nule)
Jedina funkcia, ktora spliia tito podmienku, je exponencidlna funkcia

y(x)=de™, y'(x)=bAe", y"(x)=b>Ae", -,y (x)=b" 4"
Funkcia i vSetky jej derivacie st az na konStanty rovnaké exponencialne funkcie.

Po dosadeni do rovnice dostavame

(" +a, b +..+ab+a,) A" =0.

n—1

Kedze A4e"* # 0, musi byt splnena rovnica (tzv. charakteristicka rovnica)
b"+a, b +..+ab+a, =0.

Rovnica n—tého stupiia ma vSeobecne # rieSeni: b1, ba, ..., by.

Kazd4 z funkcii 4. e”* je rieSenim rovnice (po dosadeni dé na pravej strane nulu), a tak aj funkcia
n
y(x) = ZA,. e”" je vieobecnym rieSenim danej homogénnej diferencilnej rovnice.
i=1

Vseobecné riesenie teda obsahuje # neurcenych konstant A, az A4,. Na ich urcenie potrebujeme »
rovnic, v ktorych sa vyskytuju. Tie poskytuju zaciatocné podmienky pre funkciu y (0) = yo a jej
derivacie az po "V (0) = y,-1. RieSenie diferencidlnej rovnice sa redukuje na rieSenie ststavy
algebrickych rovnic.

Specialny pripad predstavuje diferencialna rovnica 2. radu
V+w’y=0,tesp. j=— o’ y.
Ktora funkcia, okrem exponencidlnej, ma tu vlastnost’, Ze jej druhd derivacia mé rovnaky tvar ale

opacné znamienko ako pévodna funkcia? — tto vlastnost’ ma funkcia sin x a cos x. RieSenie teda
predpokladajme v najvSeobecnejSom tvare

y(t)=Asin(kt+a), pricom j(1)=—k’Asin(kt+a).
Konstanta A umoziuje prisposobit’ amplitadu, konstanta k periodu a o posunutie na ¢asovej osi.

Po dosadeni do rovnice dostavame rovnost’ k= w.
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Hodnoty 4 a ¢ ur¢ime zo zaciatocnych podmienok

y(O)zyozAsingo a jz(O):yl:a)A cosQ .

Iny zvla&Stny pripad predstavuje diferencialna rovnica 2. radu
y—c’y=0,resp. j=c’y.

Ktor4 funkcia, okrem exponencidly, ma ti vlastnost’, Ze jej druhd derivacia ma rovnaky tvar
i znamienko ako funkcia povodna — su to funkcie sinh x a cosh x.

Riesenie predpokladame v tvare

y(x) = Asinhax+ B coshbx, pricom y"(x) =a’ Asinhax+b’ B coshbx.
Po dosadeni do diferencialnej rovnice dostavame a = b = c.
Zo zaciato¢nych podmienok

y(0)=y,=0+B a '(0)=y =c4d

dostavame hodnoty konstant 4, B.

Ak rieSime nehomogénnu diferencialnu rovnicu hl'adame taka funkciu, Zze po dosadeni do
diferencidlnej rovnice dostaneme funkciu na pravej strane rovnice. Tato funkcia sa nazyva
parcialne (Ciastocné) riesenie.

Ak k parcialnemu rieSeniu pridame rieSenie homogénnej rovnice (bez danej funkcie na pravej
strane), ni¢ nepokazime, lebo toto rieSenie neovplyvni prava stranu rovnice.

Vseobecné rieSenie je tak suctom rieSenia homogénnej rovnice a parcidlneho rieSenia.

V pripade rieSenia ¢asovych priebehov velicin, napr. rychlosti pohybu alebo pradu v elektrickom
obvode, predstavuje rieSenie homogénnej rovnice prechodny dej a parcidlne rieSenie ustdlenu
zlozku.

Uvazujme priklad rovnice
y+Ay=K.
Riesenie homogénnej rovnice y+ 4 y=0 je y(t) =Ae",apo dosadeni y, (t) =Ade™.
Aka funkcia po dosadeni do diferencialnej rovnice da konstantu K? Jedind moznost’ je opéat

, K
konstantna funkcia y, (t) =B . Po dosadeni 4B =K . Uplné rieSenie je teda y(t) =de ™ + =

Konstantu 4 ur¢ime zo zaciatocnej podmienky.

Uvazujme iny priklad s pravou stranou v tvare harmonickej funkcie
y+w® y=Ksin Q¢ .
Riesenie homogénnej rovnice je y(7)= Asin(wt+a).
Pytame sa, ktora funkcia, dosadena do l'avej strany rovnice, da funkciu na pravej strane? Ak ma

byt vysledkom harmonicka funkcia s uhlovou frekvenciou (2, musi byt na l'avej strane tiez
harmonicka funkcia s rovnakou uhlovou frekvenciou vo v§eobecnom tvare

Y, =Bsin (.Qt+,6’).

Funkciu dosadime do l'avej strany diferencialnej rovnice a porovname s pravou stranou
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—Q’Bsin (.Qt + ﬂ) +®’B sin (.Qt + ﬂ) =K sin Q¢
Harmonické funkcie na l'avej strane rozlozime na sinusovt a kosinusova zlozku
(—Q2B cos ,B+a)2B) (sin 1t +sin f cos Qt) =KsinQ¢.
Porovnanim sinusovych a kosinusovych zloziek na I'avej a pravej strane rovnice mame
B(a)2 —Qz)cosﬂzK a B(a)2 —Qz)sinﬂ:O.
K

Ak predpokladame B > 0 a 2% @, dostavame sin =0, tzn.cos f=+t1a B = m
a) f—

Uplné rieSenie diferencidlnej rovnice je

K
t)=Asi t+a)+ —————sinQt.
y(t)=Asin(wt+a) |a)2 __()2| sin
Konstanty 4 a  sa ur¢ia zo za¢iatoénych podmienok y(0)=y, a y(0)=v,

. KO
Yo=Asina a vy=wAcosa + ———.
[0 - 27|
Treti priklad je linearna diferencialna rovnica s exponencialnou pravou stranou

y—ay=Ke".
Riesenie homogénnej rovnice y, = A e* (rastiica exponencialna funkcia pre a > 0).

Ak je prava strana exponenciala skoeficientom —b, musi byt 1ipartikularne rieSenie
exponencidlna funkcia s rovnakym koeficientom (ak by to tak nebolo, nemohla by sa I'ava strana
rovnat’ pravej)

y,=B e’
Po dosadeni do l'avej strany dostavame
—bt —bt —bt K
-bBe"—aBe"=Ke",ateda B =— .
a+b

Uplné riesenie je

at K —bt
y(t)zyh(t)+yp(t)=Ae _a+be b ,

pricom konstanta 4 sa urci zo zac¢iato¢nej podmienky y(0) = yq.

V pripade nelinearnych rovnic alebo zlozitejSich pravych strdn sa pozivaji osobitné metody,
s ktorymi sa mozno oboznamit’ v Specialnej literature.



