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A-111-4 Hyperjazdec

Nikoho zrejme neprekvapi, ze aj tretia z loh o zovsSeobecneni Ssachového jazdca sa bude riesit dynamickym
programovanim. Treba len spravne zvladnut detaily.

Lahko sa presved¢ime, Ze hyperjazdec je akoby opakom Sachovej ddmy: moze ist vSade, kam ddma ist nevie. Ak
teda chceme Sikovne zistit celkovy pocet sposobov, ktorymi sa vie hyperjazdec dostat na nejaké policko, staci
nam scéitat moznosti pre celi Sachovnicu a od toho odéitat moznosti pre damu.

Este raz a poriadnejsie. Budeme poéitat hodnoty PJi, j, k]: poCet spdsobov, ktorymi sa vieme dostat na policko
(4, k) s tym, Ze sme zatial navstivili v sprdvnom porad{ prvych i pismen slova w.

Niektoré tieto hodnoty si zjavné. Oznadéme S[j, k] pismeno na poli¢ku (j, k) na Sachovnici. Ak S[j, k] # wli],

tak zjavne P[i, j, k] = 0. Slovne: po preskdkani prvych i pismen slova w vieme byt na policku len vtedy, ak
obsahuje i-te pismeno slova w.
Tiez je zjavné, ze ak S[j, k] = w[l], tak P[1,4j,k] = 1: jediny sposob, ako navstivit prvé pismeno slova w, je

zacat na 1nom.

Vzdy, ked vypocitame vSetky hodnoty P[i, %, ] pre konkrétne ¢, zoberieme tabulku tychto hodnot a vhodne si
ich spracujeme, aby sme vedeli efektivnejsie pocitat hodnoty P[i + 1,,*]. Presnejsie, spoc¢itame si nasledovné
tdaje: celkovy podet moznosti pre kazdy riadok, pre kazdy stipec, pre kazd uhlopriecku (v jednom aj druhom
smere) a na zaver este celkovy poet moznosti za celt Sachovnicu.

Konkrétnu hodnotu P[i + 1,7, k] kde S[j, k] = wl[i + 1] potom vypocitame tak, Ze zoberieme celkovy pocet
moznosti ako spravif ¢ krokov a skoncit kdekolvek na Sachovnici, a od toho odpocitame tie moznosti, kde
skonc¢ime na policku, odkial hyperjazdec nevie potiahnut na (j, k). Odpocitame teda vSetky moznosti v riadku
7,V stfpci k, na uhlopriecke so suc¢tom suradnic j + k a na uhlopriecke s rozdielom siradnic j — k. Takto uz sme
takmer dostali spravny vysledok, aZz na samotné policko (4, k). Toto poli¢ko nechceme zaratat, kedze hyperjazdec
nesmie zostat na mieste. Aktudlne sme ho raz pricitali k odpovedi (v rdmci celkového stacétu) a potom sme ho od
odpovede styrikrat odcitali. Momentélne je teda pocet moznosti pre toto policko od spravnej odpovede trikrat
odcitany, a teda ho este k nej treba trikrat pricitat.

Pre kazdé i toto riesenie najskor stravi O(rs) casu predpocitanim pomocnych sicétov a nédsledne v konstantnom
Case vypodita kazdi z hodndt v P. Dokopy mé teda toto rieSenie ¢asovi zlozitost O(nrs).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int MOD = 1000000007;

int main() {
int R, C;
cin >> R >> C;
string W;
cin >> W;
vector<string> board(R);
for (int r=0; r<R; ++r) cin >> board([r];

vector< vector<long long> > ways (R, vector<long long>(C,0));

for (int r=0; r<R; ++r) for (int c=0; c<C; ++c) 1f (board[r][c] == W[0]) ways[r][c] = 1;
for (int n=1; n<int(W.size()); ++n) {
long long old_total = 0;
vector<long long> columns(C,0), rows(R,0), plus(R+C-1,0), minus(R+C-1,0);
for (int r=0; r<R; ++r) for (int c=0; c<C; ++c) {
old_total += ways[r][c];
columns|[c] += ways[r] [c];
rows[r] += ways[r] [c];
plus[r+c] += ways[r] [c]
minus[r+C-1-c] += ways|[r][c];

}

vector< vector<long long> > updated_ways (R, vector<long long>(C,0));
for (int r=0; r<R; ++r) for (int c=0; c<C; ++c) 1if (board[r][c] == W[n]) {

updated_ways|[r] [c] = old_total;
updated_ways[r] [c] -= rows[r];
updated_ways([r] [c] -= columns[c];
updated_ways([r] [c] -= plus[r+c];
updated_ways([r] [c] -= minus[r+C-1-c];
updated_ways[r] [c] += 3 % ways[r][c];
updated_ways([r] [c] %= MOD;
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updated_ways[r] [c] += MOD;
updated_ways[r] [c] %= MOD;
}
ways = updated_ways;

}

long long answer = 0;

for (int r=0; r<R; ++r) for (int c=0; c<C; ++c) answer += ways[r][c];
answer %= MOD;

cout << answer << endl;

A-111-5 Kvader

Celé riesenie tejto tlohy je o tom, ako velmi zvladneme zoptimalizovat algoritmus zo zadania. Ten zjavne naozaj
iteruje cez vSetky policka daného trojrozmerného pola, a to vo velmi Specifickom poradi: policka na vystupe
st usporiadané primarne podla suc¢tu ich stradnic a sekundarne potom podla prvej, druhej a nasledne tretej
suradnice.

Zadany algoritmus ma ¢asovu zlozitost O((a+ b+ c)abc). Pér bodov vieme ziskat uz za to, ze upravime hranice
cyklov tak, aby sme pre kazdé s naozaj prechadzali len tie policka, ktorych stradnice maji sucet s. Takto
zlepSime ¢asovu zlozitost na O(abc).

Ako takuto upravu spravit? Ukazeme si to pre premennu 4, zvysné dve tGpravy su podobné. Ako horni hranicu
pre i zoberieme min(s, a— 1), kedZe nem4 zmysel sktiSat i > s. Premenné j a k vedia mat stacet od 0 po b+c—2.
Ak je s vicsie ako b+ ¢ — 2, nemd uz zmysel skusat i = 0. Vo vSeobecnosti najmensie i, ktoré mé zmysel skisat,
je teda max(0,s — (b+ ¢ — 2)).

Rezy obdiznika

Pozrime sa teraz na dvojrozmernu verziu nasej tlohy. Predstavme si, Zze sme uz zvolili konkrétne hodnoty s a 1.
Zaujima nés teraz, kolko existuje vyhovujicich dvojic (4, k). Ide o dvojice, kde j a k st z povoleného rozsahu a
plati s =i+ j + k, ¢ize j+ k = s — i.

Vsetky mozné dvojice (j,k) si vieme zndzornit ako obdlZnik rozmerov b x ¢. Konkrétny siéet potom uréuje
konkrétnu uhlopriecku tohto obdiznika. Na obrdzku nizsie ¢ervena uhlopriecka zodpovedd siuctu j + k = 2,

zatial ¢o modra predstavuje sicet j + k = 6.
k
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Ku kazdej konkrétnej uhlopriecke Iahko v konstantnom ¢ase spocitame jej dizku. V konstantnom ase vieme
dokonca o Iubovolnom bloku vedla seba leziacich uhlopriecok povedat, kolko maji dokopy policok. Vo vseobec-
nosti ide len o stucty aritmetickych a konstantnych postupnosti. Napr. na obrizku maju uhlopriecky, na ktorych
2 < j+ k <6, dokopy 3+4+5+45+5 policok.

Vyzbrojeni tymto pozorovanim vieme dostat dalsie body za efektivne riesenie dvojrozmerného pripadu. Pre
kazdu otazku najskor efektivne uréime, na ktorej uhlopriecke hladané policko lezi, a potom uz lahko v konstant-
nom case urcime jeho suradnice.

Zistit spravnu uhlopriecku sa dd v konstantnom c¢ase, ak sa ndm chce odvodit si na to vzorec, ale pre mnohych
moéze byt pohodlnejsie urcit ju bindrnym vyhladavanim. Pre kazdé s vieme vyssie spominanym spdsobom urcit,
kolko polic¢ok dokopy navstivime pre stcty od 1 po s. Staci teda najst najvicsie s, pre ktoré je tento sicet mensi
ako prislusné otdzka n,. Potom vieme, ze t4 nasledujtica uhlopriecka je t& sprévna, a aj to, kolké z jej policok
chceme.

Rezy kvadra
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V principe rovnaké riesenie vieme zovseobecnit aj do troch rozmerov. Len namiesto rezu obdiZnika priamkou
teraz dostaneme rez kvidra rovinou: pre konkrétne s sa na vSetky trojice suradnic (i, j, k) s i+j+k = s moZeme
divat ako na jednu takudto rovinu.

Aj obsah takéhoto rezu vieme vyjadrit vzorcom, resp. jednoduchym vypoctom v konStantnom c¢ase, napriklad
nasledovne:

o Trojuholnikové ¢isla st sicty od 1 pon. Plati T'(n) =1+24+---+n=n(n+1)/2.
o Vsetky trojicesi+j+k=sai,j k>0 tvoria trojuholnik, dokopy ich je T'(s + 1).
e Pre malé hodnoty s st vSetky tieto policka v nasom kvadri.

e Od istej hranice uz dostaneme nejaké trojice mimo kvadra. Napr. akondhle s > a, budeme mat nejaké
trojice (i, j, k), ktoré st mimo kvoli tomu, Ze uz maju privelké i.

Vsetky trojice s privelkym i opét tvoria trojuholnik — ide o vSetky body (i’ + a,j,k) kde ¢/,5,k > 0 a
i'+j+k=s—a.
Takychto trojic je teda T'(s — a + 1). Podobne pre j a k.

e No a od dalSej hranice sa potom esSte stane to, ze niektoré zlé trojice sme odpocitali dvakrat. Napr.
akonahle s > a + b, budeme mat nejaké zlé trojice, v ktorych st ¢ aj j privelké. Tie sme raz zaratali v
T(s+ 1) a potom dvakrat odratali v T(s —a+ 1) a T'(s — b+ 1). Teraz teda za ne eSte potrebujeme raz
prirdtat ich pocet: T(s —a — b+ 1).

Listing programu (C++)

long long obsah_rezu(long long a, long long b, long long c, long long s) {
// kolko ma kvader policok (i, j, k) takych ze i+j+k = s?
// zaratame vsetky trojice s i,j,k >= 0
long long odpoved = (s+1)x(s+2)/2;
// odratame vsetky kde je nejaka suradnica privelka
if (s >= a) odpoved -= (s-a+l)x*(s-a+2)/2;
if (s >= b) odpoved -= (s-b+1)x* (s-b+2)/2;
if (s >= c) odpoved -= (s-c+1)x*(s-c+2)/2;
// dvakrat sme odratali tie, kde su dve privelke
if (s >= a+b) odpoved += (s-a-b+l)*(s-a-b+2)/2;
if (s >= a+c) odpoved += (s-a-c+l)x*(s—a-c+2)/2;
if (s >= b+c) odpoved += (s-b-c+l)*(s-b-c+2)/2;
return odpoved;

}

Ked sa teraz pozrieme na vzorec, ktory sme dostali, vidime, ze vysledny vztah je vzdy kvadratickou funkciou
premennej s. A existuje len maly konecny pocet miest, kde sa koeficienty tejto kvadratickej funkcie zmenia — je to
vtedy, ked rez prechadza niektorym z vrcholov kvadra. Aj v trojrozmernom pripade teda vieme v konstantnom
case vypocitat celkovy pocet policok v Tubovolnom stvislom bloku rezov. Potrebujeme na to len vedief scitat
kvadratickil postupnost.

No a akondhle toto zvladneme, uz vieme Iubovolni otazku zodpovedaf v logaritmickom case: prvym bindarnym
vyhladdavanim najdeme rez, v ktorom hladané policko lezi, druhym bindrnym vyhladavanim uréime hodnotu ¢
a potom uz v konstantnom case vieme dopocitat spravne j a dostat jednoznacne urcené k.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

long long obsah_rezu(long long a, long long b, long long ¢, long long s); // vid vyssie
vector<long long> hranice_2d, hranice_3d;

long long obsah_vela_rezov(long long a, long long b, long long c, long long s) {
// scita obsah_rezu pre 0..s-1
long long odpoved = 0;
for (unsigned i=0; i+l<hranice_3d.size(); ++1i) {
long long lo = hranice_3d[i], hi = min(s, hranice_3d[i+1]);
if (hi - lo <= 3) {
for (long long j=lo; j<hi; ++3j) odpoved += obsah_rezu(a,b,c,J);
} else {
long long n = hi - lo;

strana 3z 9 tloha A-III-5



Olympiada v informatike
http://oi.sk/

37. ro¢nik (2021/2022)
rieSenia celostatneho kola, den 2
kategdria A

}

}

retu

long long a0 = obsah_rezu(a,b,c,lo);

long long al = obsah_rezu(a,b,c,lo+l);

long long a2 = obsah_rezu(a,b,c,lo+2);

odpoved += al*n + (al-a0)#*nx(n-1)/2 + (a2-2+al+al)* ((n*(n-1)= )/6)
}
if (hi == s) break;
rn odpoved;

long long obsah_uhlopriecky(long long b, long long c, long long s) {
// kolko ma obdlznik policok (j, k) takych ze j+k = s?

}

long
if |
if |
retu

long odpoved = s + 1;

s >= b) odpoved - (s = b + 1);
s >= c) odpoved -= (s - ¢ + 1);
rn odpoved;

long long obsah_vela_uhlopriecok(long long b, long long c, long long s) {
// scita obsah_uhlopriecky pre 0..s-1

}

long
for

}

retu

long odpoved = 0;
(unsigned i=0; i+l<hranice_2d.size(); ++i) {
long long lo = hranice_2d[i], hi = min(s, hranice_2d[i+1]);
if (hi - lo <= 3) {
for (long long j=lo; j<hi; ++3j) odpoved += obsah_uhlopriecky(b,c,Jj);
} else {
long long n = hi - lo;
long long a0 = obsah_uhlopriecky(b,c,1l0);
long long al = obsah_uhlopriecky (b,c,hi-1);
odpoved += (a0 + al) = n / 2;
}
if (hi == s) break;

rn odpoved;

long long obsah_useku_uhlopriecok (long long b, long long ¢, long long lo, long long hi) {

}

retu

rn obsah_vela_uhlopriecok(b,c,hi) - obsah_vela_uhlopriecok(b,c,lo);

void vyries_rez(long long a, long long b, long long c, long long s, long long n) {

long
long
whil

long ilo = max(0LL, s-b-c+2), ihi = min(a-1, s);
long lo = ilo, hi = ihi+1l;
e (hi - lo > 1) {
long long med = (lo + hi) / 2;
// chceme i z intervalu [ilo, med)
// tieto i zodpovedaju suctom [s-med+l, s-ilo+1)
long long cur = obsah_useku_uhlopriecok (b, ¢, s-med+l, s-ilo+l);
if (cur < n) lo = med; else hi = med;

n —= obsah_useku_uhlopriecok (b, c, s-lo+l, s-ilo+l);
long long i = lo;
long long jmin = max (OLL, s-i-c+1);
long long j = jmin + n - 1;
long long k = s - 1 - j;
cout << i << " " << j << " " << k << "\n";
}
int main() {
long long a, b, ¢, g; cin >> a >> b >> c >> qg;
set<long long> pomocne_hranice_3d = {0,a-1,b-1,c-1,a+b-2,a+c-2,b+c-2,at+b+c-3,at+tb+c-2};
hranice_3d = vector<long long>(pomocne_hranice_3d.begin(), pomocne_hranice_3d.end());
set<long long> pomocne_hranice_2d = {0,b-1,c-1,b+c-2,b+c-1};
hranice_2d = vector<long long>(pomocne_hranice_2d.begin(), pomocne_hranice_2d.end())
while (g--) {

long long n; cin >> n;
// najdi, v ktorom reze sme
long long lo = 0, hi = atb+c-2;
while (hi - lo > 1) {
long long med = (hi + lo) / 2;
if (obsah_vela_rezov(a,b,c,med) < n) lo = med; else hi = med;
}
n -= obsah_vela_rezov(a,b,c,1lo);
// najdi policko v ramci toho rezu
vyries_rez(a,b,c,lo,n);

Alternativne rieSenie

Namiesto vyssie popisanych bindrnych vyhladdvani vieme efektivne riesenie implementovat aj tak, ze si vsetky
otazky usporiadame. Potom raz spravime efektivnu simulédciu, pocas ktorej preskakujeme vsetky bloky rezov,
ktoré neobsahuju ziadnu otazku. Pre takéto bloky si len vyssie popisanymi vzorcami zistime, kolko polic¢ok
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dokopy obsahuji — nemusime uz riesit, v akom poradi ich navstivia. V rdmci rezov, ktoré obsahuju niektoré
hladané policka, potom robime to isté s blokmi uhlopriecok.

Suacet kvadratickej postupnosti

Majme kvadraticki postupnost z, kde x; = ai® + bi + c.
Pozrime sa na rozdiely medzi jej ¢lenmi. Nech y; = x;41 — x;. Potom mo6zeme pocitat:

yi = (a(i+ 1) +b(i+1)+c) — (ai® +bi+c) =2ai+a+b

Preto rozdiely kvadratickej postupnosti vzdy tvoria linedarnu postupnost. No a podobne moézeme zdovodnit aj
este zjavnejsie pozorovanie: diferencie pre linearnu postupnost sii konstantné

Priklad: v prvom riadku je kvadratické postupnost 3i% 4+ i+ 7, v druhom st jej diferencie a v trefom diferencie
jej diferencii.

7 11 21 37 59 87 121 161 207 259
4 10 16 22 28 34 40 46 52
6 6 6 6 6 6 6 6

A toto isté pozorovanie mozeme spravit aj opaénym smerom: prefixové sicty kvadratickej postupnosti tvoria
vzdy kubickt postupnost. Presnejsie, ak oznacime s; sucet prvych ¢ prvkov postupnosti x, tak urcite existuju
préave jedny konkrétne konstanty o', ¥, ¢, d’ také, ze pre vietky i plati s; = a’i® + b'i% + i + d’.

Tieto nové konstanty vieme pre lubovolni kvadratickii postupnost néjst vyrieSsenim vhodnej stistavy linedrnych
rovnic. Chceme, aby sme dostali spravne hodnoty sg az s3. Kazda z tychto poziadaviek nam da jednu takuto
rovnicu. Tato ststavu rovnic mézeme nechat riesit nas program, ale kedze koeficienty sa nemenia, mézeme ju
vyriesit uz ,na papieri“. Mame nasledovné rovnice:

0 =sp =0a +0b+0c+d

o =58 =1ld +10 +1d +d

zo+x1 =59 =8a +4b +2J +d
o+ T +x0 =83 =27a +9 +3¢ +d

Z prvej rovnice rovno vidime, ze d’ = 0. Od tretej rovnice od¢itame dvojnisobok druhej a od Stvrtej od¢itame
trojndsobok druhej, aby sme sa v nich zbavili ¢’. Dostaneme nové rovnice 6a’ + 2V’ = x1 — zp a 24a’ + 60 =
To + 1 — 2z9. Nasledne odcitame trojndsobok tretej rovnice od Stvrtej, tym dostaneme zo Stvrtej rovnice
samostatni rovnicu pre a’. Vypoéitané o’ dosadime do tretej, z nej vypoéitané ¥’ do druhej a dopoéitanim ¢’
mame kompletny vzorec.

Tento vzorec vieme pekne zapisat pomocou xg, yog = £1 — g a 29 = y1 — Yo nasledovne:

n(n —1) n(n—1)(n—2)
Sp = To+ -+ Tp_1 = NTo T+ 5 Yo + 6

20

resp. po dosadeni za yy a zg dostavame:

n(n—1 nn—1)(n—2
Sp = nwo+ nn=1) (1 — o) + nn = D(n—2)
2 6
Toto je teda vSeobecny vzorec pre siéet prvych n ¢lenov kvadratickej postupnosti s danou dizkou a danymi

prvymi troma clenmi.

(56'2 —2x1 + .T())

A-111-6 Firma

Zacneme nejakymi zékladnymi pozorovaniami, na zéklade ktorych spravime prvé funkcné riesenie. Tomu potom
postupne vylepsime ¢asovi zlozitost.
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Malo by byt zjavné, ze ¢asovu zlozitost Tubovolného riesenia vieme zdola ohranic¢it poctom otazok, ktoré toto
riesenie polozi. U vSetkych nizsie uvedenych rieseni bude platit, ze ich vieme implementovat tak, aby sme si toto
nepokazili — teda asymptoticka casova zlozitost kazdého riesenia bude rovnaka ako asymptoticky pocet otazok,
ktoré polozi.

Zakladné pozorovania

Firma hibky k md n = 1+2+22+--- 4 2% = 25+ _ 1 zamestnancov. Firma je Gplny bindrny strom so §éfkou v
koreni a stazistami v jednotlivych listoch. KedZe je to strom, mé presne n — 1 hran = vztahov kde jeden clovek
je priamym nadriadenym iného.

Hrany vo firme st sice orientované (zalezi na tom, kto je koho nadriadenym), my ich ale budeme objavovat ako
neorientované. Budeme teda vediet, ze nejaka dvojica v hierarchii firmy susedi, vo vSeobecnosti vsak nebudeme
vediet, kto z nich je koho $éfom.

Ako by sa sttaznd uloha riesila, ak by sme poznali vSetky neorientované hrany?

Séfku by sme nagli lahko: stézisti maja stupen 1, $éfka mé stupen 2 a vSetky ostatné vrcholy maji stupen 3.
Akonshle méme najdent §éfku, stadi z nej celd firmu prehladat (je jedno, & do Sirky alebo hibky).

Najdenie hran v kubickom case

Hrubou silou vieme vsetky hrany najst nasledovnym spésobom: Vrcholy x a y st spojené hranou prave vtedy,
ak neexistuje nik, cez koho by chodili spravy medzi x a y. Pre kazda dvojicu vrcholov teda mézeme overit, ¢i je
medzi nimi hrana, tak, zZe postupne vysktsame kazdy iny vrchol ako z a vzdy sa opytame, ¢i z lezi medzi = a y.
Takto zostrojime mnozinu vsetkych hrdn v ¢ase O(n?).

Najdenie suseda v linearnom case

Ak pri kontrole, ¢i z lezi medzi x a y, narazime na odpoved ,dno“, neznamen4 to len to, Ze x a y nie s spojené
hranou. Znamena to aj to, ze z lezi blizsie ku = ako y.

Majme teraz konkrétny vrchol v. Ukazeme si, ako v linedrnom c¢ase najst nejakého jeho suseda.

Zoberme si ako kandidata lubovolny iny vrchol. Teraz postupne prejdeme cez vSetky ostatné vrcholy. Pre kazdy
takyto vrchol z polozime otdzku, ¢i x lezi medzi v a aktudlnym kandidatom. Ak nelezi, ni¢ sa nedeje. Ak lezi,
novym kandiddtom na suseda vrcholu v je odteraz x.

Ked tento proces skonéi (na kazdy vrchol sme sa raz pozreli), aktudlny kandiddt musi byt susedom vrcholu v.
Dokaz: Akonahle sme si zvolili prvého kandidéta, je jednoznacCne urcend cesta z neho do vrcholu v. Nech s je
predposledny vrchol na tejto ceste — sused vrcholu v. Potom vyssie popisany proces musi skonc¢if tym, ze
kandiddtom je vrchol s. Totiz vzdy, ked sa zmeni kandidit, posunieme sa po tejto ceste niekam blizsie ku
vrcholu v, no a v okamihu, ked sa pozrieme na vrchol s, ten sa stane kandiddtom. A tym uz nutne zostane az
do konca, kedze medzi s a v uz ziadny iny vrchol nelezi.

Najdenie vSetkych susedov v linearnom case

Kazdy z nasich vrcholov méa nanajvys troch susedov. Ak teda chceme najst vSetkych susedov vrcholu v, mohlo
by stacit vyssSie popisany postup nanajvys trikrat zopakovat.

Kde vSak moze nastat problém? Ak v neskorsom kole zle zvolime kandidata, ktorym zacat, mozeme skoncit na
tom istom susedovi, ktorého sme nasli uz skoér. Ako tomu predist?

Ak by sme vrchol v zo stromu odstranili, rozpadne sa ndm zvySok na tolko komponentov, kolko mé v susedov.
Pri hladani suseda plati, ze ndjdeme vzdy toho, v koho komponente zvolime prvého kandidéta.

Predstavme si, ze sme prave nasli nejakého suseda s vrcholu v. Teraz sa pre kazdy iny vrchol x opytame, ¢i s
lezi medzi x a v. Kladnti odpoved dostaneme prave pre vSetky vrcholy, ktoré lezia v rovnakom komponente ako
s. Takto sme teda v linedrnom cCase nasli cely komponent obsahujici s. Zvysnych susedov v budeme hladat uz
len medzi zvysnymi vrcholmi.

Kedze kazdy v ma nanajvys troch susedov, staci vyssie popisany postup nanajvys trikrat zopakovat. Zakazdym
si zvolime kandidata medzi eSte nespracovanymi vrcholmi, na menej ako n otdzok ndjdeme suseda vrcholu v a
na dalsich menej ako n otdzok nédjdeme cely komponent, v ktorom tento sused lezi.
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Dokopy teda polozime menej ako 6n otazok. Vystupom je zoznam susedov vrcholu v a pre kazdého z nich aj
zoznam vrcholov tvoriacich jeho komponent.

(Pocet otdzok vieme zlepsit na menej ako 5n: ak ma v troch susedov, netreba uz hladat komponent pre treticho
z nich — musia ho zjavne tvorit vSetky zvys$né vrcholy.)

Dostavame teda kvadratické riesenie: pre kazdy vrchol zvlast v linedrnom case ndjdeme vsetky hrany z neho a
nasledne pouzijeme rovnaky postup ako vo vyssie popisanom rieseni, ktoré bezalo v kubickom case.

Efektivne najdenie korena

Ukéazeme si teraz, ako vieme efektivne najst séfku celej firmy.

Zoberme si lubovolny vrchol v nasom strome a spustime pren vyssie popisant funkciu. Ak sme sa dozvedeli, ze
mé prave dvoch susedov, mali sme Stastie a sme hotovi. V opa¢nom pripade si vyberieme toho suseda, ktory
mé najvacsi komponent, presunieme sa don a cely postup zopakujeme.

Malo by byt zjavné, ze ak aktualny vrchol v nie je korenom stromu, tak komponent, v ktorom je koren stromu,
obsahuje viac nez polovicu celkového poc¢tu vrcholov. Preto bez ohladu na to, kde zacneme, povedie vyssie
popisany postup k tomu, ze v kazdom kroku sa v strome pohneme o krok blizsie ku korenu.

Najhorsie, ¢o sa nam mohlo staft, je zacat v liste — teda niektorom zo stazistov vo firme. Vtedy budeme potrebovat
az k krokov na to, aby sme sa dostali ku séfke.

KedZe k = log, n, potrebujeme O(logn) krokov. A kedZe kazdy z nich vieme spravit v linedrnom ¢ase, tymto
postupom vieme néjst $éfku firmy v éase O(nlogn).

Vseobecnejsie hladanie susedov

Aby sme vedeli efektivne implementovat zvysok riesenia, trochu si este upravime funkciu na hladanie susedov
vrcholu. Do tejto funkcie budeme ako parameter odovzdavat nielen vrchol, ktorého susedov hladame, ale tiez
aj mnozinu vrcholov, v ktorej ich hladame. Tato mnozina bude zarucene tvorena niekolkymi komponentmi: pre
kazdého suseda v nej budt do nej patrit aj vsetky vrcholy leziace za nim.

Jediné zmena bude v tom, Ze ako kandidatov budeme postupne prechadzat len vrcholy z danej mnoziny. Casova
zlozitost potom bude pri dobrej implementécii linedrna len od velkosti prezeranej mnoziny (a nie celého stromu).

Efektivne zostrojenie hierarchie od séfky

Vyssie sme si popisali, ako v ¢ase O(nlogn) ndjdeme koren celého stromu. Teraz budeme postupne rekurzivne
spracuvat jeho podstromy a rekonstruovat hrany stromu.

Nasa rekurzivna funkcia dostane dva parametre: koren podstromu, ktory chceme spracovat, a zoznam vsetkych
vrcholov v tomto podstrome.

Implementéacia tejto funkcie bude jednoduché. Pouzijeme nasu vylepsent funkciu na najdenie vsetkych susedov
aktualneho korena, ktori lezia v aktudlnom podstrome. Pre kazdého z nich sa rekurzivne zavolame na neho a
za nim leziaci komponent stuvislosti — ¢ize jeho mensi podstrom.

Rovnako ako napriklad pri triedeni MergeSort vieme zdovodnit, Ze celé spracovanie stromu bude dokopy vyza-
dovat O(nlogn) krokov vypoctu. (Spracovanie stromu s n vrcholmi si vyZaduje O(n) krokov vypoctu a navySe
dve rekurzivne volania na stromy so zhruba n/2 vrcholmi.)

Dostévame teda riesenie s celkovou ¢asovou zlozitostou O(nlogn).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

bool otazka(int a, int b, int c) {
cout << 0 << " " << a << " " << b << " " << ¢ << endl << flush;
int ans;
cin >> ans;
return ans > 0;

}

vector<bool> priradeny;
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void najdi_susedov (int vrchol,

}

vector<int> okolie, vector<int> &susedia,
// najdeme vsetkych susedov daneho vrcholu v danej podmnozine grafu
susedia.clear();

komponenty.clear();

int P = okolie.size();
int pocet_priradenych = 0;
for (int x okolie) {
priradeny[x] = false;
if (x == vrchol) { priradeny[x] = true; ++pocet_priradenych; }
}
while (pocet_priradenych < P) {
int kandidat = -1;
for (int n=0; n<P; ++n) {
int curr = okoliel[n];
if (priradeny[curr]) continue;
if (kandidat == -1) {
kandidat = curr;
continue;

if (otazka(kandidat,curr,vrchol)) kandidat = curr;
}
susedia.push_back (kandidat) ;
priradeny[kandidat] = true;
++pocet_priradenych;
// tu sa este da optimalizovat: ak uz mame tretieho suseda,
// vsetci nepriradeni su jeho komponent
vector<int> komponent;
for (int n=0; n<P; ++n) {
int curr = okolie[n];
if (priradeny[curr]) continue;
if (otazka (vrchol,kandidat,curr)) {
komponent .push_back (curr) ;
priradeny[curr] = true;
++pocet_priradenych;
}
}

komponenty.push_back (komponent) ;

int main() {
int K, L;
cin >> K >> L;
int N = (1 << (K+1)) - 1;
priradeny.resize (N+1);
vector<int> vsetci (N);
iota( vsetci.begin(), vsetci.end(), 1 );

int where = 1;

vector<int> susedia;

vector<vector<int> > komponenty;

while (true) {
najdi_susedov (where, vsetci, susedia,
if (susedia.size() == 2) break;
int 1 = 0;
for (int j=0; Jj<int (susedia.size());
where = susedialil];

komponenty) ;

++73) 1if (komponenty[j].size()
}

vector< vector<int> > odpovede (N+1);

odpovede [where] = susedia;

queue<int> korene;

queue<vector<int> > podstromy;

for (int 1i=0; i<int (susedia.size());
korene.push (susedia[i]);
podstromy.push (komponenty[i]);

++i) |

}
while (!korene.empty()) {
int koren = korene.front (); korene.pop();
vector<int> podstrom = podstromy.front();
najdi_susedov (koren, podstrom, susedia,
odpovede [koren] = susedia;
for (int i=0; i<int (susedia.size());
korene.push (susedia[i]);
podstromy.push (komponenty[i]);

podstromy.pop () ;
komponenty) ;

++1i) |

}
}
cout << 1 << endl << flush;
for (int n=1; n<=N; ++n) {
cout << odpovede[n].size();
for (int x odpovede [n]) cout << " "
cout << endl << flush;

<< x;

vector< vector<int> > gkomponenty) {

> komponenty[i].size()) i = J;
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