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A-11-1 Hladna myska

Zakladné riesenie za par bodov: Po kazdom pohybe je myska v niektorom vrchole (n moznosti) a mé nejaku
celo¢iselnd hmotnost (¢ = max ¢; zmysluplnych moznosti). Pre kazdu zaciatoéni hmotnost Algernona mézeme
postupne prehladavat graf, ktorého vrcholy tvori vSetkych moznych nc stavov Algernona a ktorého hrany zod-
povedaju jednotlivym pohybom Algernona po bludisku.

Lepsie riesenie moézeme zalozit na dvoch pozorovaniach, z ktorych kazdé mdzeme pouzif samostatne.

Prvé pozorovanie je, Ze ak existuji dve moznosti ako Algernona dostat do tej istej miestnosti, ta4 z nich, kde
je chudsi, je zjavne lepSia. Pre kazdi miestnost nas preto bude zaujimat len najlepsia moznost, ako sa do nej
dostat.

Druhé pozorovanie: Nech z je maximdalna Startovacia hmotnost, s ktorou sa este Algernon vie dostat cez
bludisko. Potom vieme, Ze tato vlastnost je monoténna — ak bude mat Algernon na starte Tubovolnii hmotnost
mensiu ako x, do ciela sa dostane, a ak bude mat Iubovolni vécSiu hmotnost, do ciela sa uz nedostane. To
ale znamena, zZe pri hladani optimalneho x nemusime skusat vsetky moznosti — namiesto toho mdézeme pouzit
binarne vyhladavanie.

Spojenim oboch pozorovani vieme dostat riesenie s ¢asovou zloZitostou ©(mlognlogc): budeme mat log, c
iteracii binarneho vyhladdvania a v kazdej z nich pre konkrétnu Startovit hmotnost x pouzijeme Dijkstrov
algoritmus, aby sme pre kazdi miestnost zistili, ¢i a s akou najmensou hmotnostou sa do nej vie Algernon dostat.
Detaily tohto riesenia neuvadzame, kedze budt dostatocne podobné nizsie uvedenému vzorovému rieseniu.

Vzorové riesenie

Nebudeme potrebovat ani bindrne vyhladavanie, ak sa na celd ulohu pozrieme od konca. Zjavne nie len pre
startovi miestnost ale pre Uplne kazdda miestnost v bludisku existuje nejakd maximalna hmotnost, ktori tam
moze Algernon mat, ak sa eSte mé vediet dostat do ciela. Tieto hodnoty budeme chciet uréit.

Tieto hodnoty sa spravaji podobne ako vzdialenosti. Oznacme DI[i] najviac¢siu zndmu hmotnost, s ktorou vo
vrchole ¢ sa Algernon vie dostat do ciela. (Této hmotnost uz v sebe obsahuje syr zjedeny vo vrchole i.) Na
zadiatku mame D[n — 1] = oo a D[i] = —oo pre vSetky vrcholy.

Hodnoty D vieme postupne zvéicSovat. Majme nejakta chodbicku, ktorda spaja miestnosti a a b a plati pre nu
maximélna hmotnost ¢. Pripominame, Ze s; je mnoZstvo syra v miestnosti i. Ak uz pozndme hodnotu D[b], ¢o
vieme povedat o hodnote D[a]? Ak sa chceme dostat z miestnosti a do ciela, jednou z moznosti je prejst prave
uvazovanou chodbickou do miestnosti b a odtial sa dostat do ciela. Aby sa ndm to celé podarilo, musime vediet
prejst chodbickou (éize pocas prechodu 1iou mat hmotnost nanajvys c¢) a ked nésledne zjeme syr v miestnosti b,
musime vazit nanajvys D[b]. Toto vieme spravit, ak sme v miestnosti a s hmotnostou nanajvys min(c, D[b] — sp).
Nové hodnota D[a] bude teda maximom z doterajsej hodnoty Dla] a prave vyskiSanej moznosti.

No a teraz moézeme spravit rovnakid tvahu ako pri klasickom Dijkstrovom algoritme. Algoritmus bude prebiehat
v kolach. V kazdom kole sa pozrieme na vrcholy, ktoré este nie st oznacené ako hotové, a ten z nich, ktory ma
aktudlne najvicsiu hodnotu D, prehlasime za hotovy. Toto mézeme spravit, lebo tato hodnota sa uz nema ako
zmenit. (Aktudlna hodnota je najvacésia hmotnost, s ktorou sa odtial Algernon vie dostat do ciela idic len cez uz
hotové vrcholy. No a vieme, Ze ak by sme isli cez iny nespracovany vrchol, lepsie rieSenie uz nedostaneme, lebo
uz v tom vrchole by sme museli mat nanajvys rovnakt hmotnost a pri dalsich pohyboch spéf uz tato hmotnost
nemd ako stiipnut.)

Akonéahle sme vrchol prehlasili za hotovy, spracujeme vsetky chodbicky, ktoré z neho vedu, a pre kazdy este nie
hotovy vrchol skisime vyssie popisanym spdsobom zlepsit jeho doterajsiu hodnotu D.

Tento algoritmus m4 teda rovnaki ¢asovi zlozitost (a tieZ takmer totoZnt implementéaciu) ako klasicky Dijkstrov
algoritmus pre hladanie najkratsich ciest: O(mlogn).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int NEKONECNO = 987654321;
struct hrana { int kam, limit; };

int main() {
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// nacitame vstup
int N, M;
cin >> N >> M;
vector<int> S (N);
for (int n=0; n<N; ++n) cin >> S[n];
vector< vector<hrana> > G(N);
for (int m=0; m<M; ++m) {
int a, b, c;
cin >> a >> b >> c;
Gl[a] .push_back( {b,c} );
G[b] .push_back( {a,c} );
}

// spustime Dijkstrov algoritmus od konca
vector<int> D (N, -NEKONECNO) ;
D[N-1] = +NEKONECNO;
set< pair<int,int> > Q;
for (int n=0; n<N; ++n) Q.insert( {D[n],n} );
while (!Q.empty()) {
int kde = (--Q.end()
Q.erase( ——Q.end() )
for (auto h : Glkde]) {
int pred = h.kam, maxw = h.limit;
int nove = min( maxw, D[kde]-S[kde] );
if (nove > D[pred]) {
Q.erase( {D[pred],pred} );
D[pred] = nove;
Q.insert ( {D[pred],pred} );

) —>second;
7

}

}
if (D[O] > 0) {

cout << D[0] << endl;
} else {

cout << (-1) << endl;

}

A-11-2  Cervené jabicko

Nech by Janko polozil hocijako komplikovane formulovant éno/nie otdzku, vidy o nej moézeme uvazovat nasle-
dovne: Z Jankovho pohladu existuje 1000 mozngjch svetov, ktoré sa od seba lisia len tym, ktoré z jeho 1000
jablk je Gervené. V niektorych svetoch by Petka na otézku, ktort prave polozil, odpovedald, ,4no“, v ostatnych
,hie’.

Predstavme si, ze sme zobrali vsetky jablka a rozdelili ich na dve képky. Na prvi dame tie, pre ktoré by Petka
odpovedala ,ano“, keby boli ¢ervené, na druhti dame vsetky ostatné.

No a vidime, Ze namiesto povodnej komplikovanej otédzky mohol Janko jednoducho zobrat prvi képku jablk,
ukazat ju Petke a opytat sa: ,Je niektoré z tychto jabik cervené?* Ziskal by tak presne tu informéciu ako zo
svojej povodnej otdzky. V celom vzorovom rieseni preto budeme pouzivat len otazky tohto typu.

Linearne vyhladavanie

Petka moze len raz klamat. Co sa teda stane, ak jej polozime ti istt otdzku dvakrat? Ak oba razy dostaneme
t isti odpoved, vieme, Ze tato odpoved je skutocne spravnou odpovedou na nasu otazku. No a naopak, ak
dostaneme raz odpoved ,,ano“ a raz odpoved ,nie“, vieme, ze pri jednej z nich Petka klamala. Nevieme sice
este, aka je skutocnad odpoved na otazku, ktorti sme sa prave dvakrat spytali, ale vieme nieco omnoho silnejsie
— to, ze odteraz musi Petka na vSetky nasledujice otazky odpovedat pravdivo.

Zékladna korektna stratégia teda moze vyzerat napriklad nasledovne: Janko bude postupne jedno po druhom
brat do ruky jednotlivé jablkd. Kazdé ukaze Petke a dvakrat sa jej opyta, ¢i je ¢ervené. Ak niekedy dostane
dvakrat ,ano“, mé cervené jablko. Ak niekedy dostane ,4dno* a ,nie“, prichytil Petku pri klamani a odteraz
sa na kazdé jablko (vratane toho, ktoré prave drzi) bude pytat len raz.

Ak by napriklad Petka klamala hned vo svojej prvej odpovedi, po prvych dvoch otdzkach bude Janko vediet, ze
klamala, ale este nebude ni¢ vediet o jablkadch. Nasledne by mu uz stacilo 999 dalsich otdzok — ak sa postupne
0 999 jablkach dozvie, ze s zelené, to posledné musi byt cervené.

Najhorsi mozny pripad pre tito stratégiu je, ze az posledné jablko, ktoré Janko zoberie, bude ¢ervené, a az pri
predposlednom jablku Petka raz zaklame. Takto Janko 999x polozi dve otazky a na zaver potrebuje este jednu,
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aby zistil, ¢i je teda predposledné jablko zelené alebo ¢ervené. Dokopy teda mame 1999 otéazok.

Binarne vyhladavanie

Samozrejme, Janko moéze pouzivat omnoho efektivnejsie stratégie. Keby Petka stéle hovorila pravdu, Jankovou
najlepsou stratégiou by bolo pouzit bindrne vyhladdvanie. Pri kazdej otdzke by stacilo rozdelit jablka na dve
priblizne rovnako velké kopky a potom sa Petky opytat, ¢i je jablko na jednej z nich. Kazdou otazkou by tak
vylaéil polovicu jablk. Pre 1000 jablk (a tiez Iubovolny va&si pocet az po 1024 = 210 jablk) by Jankovi stagilo
10 otazok.

Ttto ista stratégiu moézeme pouzif aj v nasej tlohe, len samozrejme pridame techniku, ktorti sme objavili vyssie:
kym nevieme o klamstve, kazdi otazku polozime Petke dvakrat.

Najhorsim moznym pripadom je zjavne situécia, kedy Petka bude klamat az ked Jankovi ostand posledné dve
jablkd. Vtedy Janko polozi postupne 21 otazok: prvych 20 na simuldciu bindrneho vyhladavania a posledni na
zéverecné rozlisenie medzi poslednymi dvoma jablkami.

Vo zvysku tohto textu si ukdzeme dva mozné pohlady na vzorové riesenie. V oboch pripadoch budeme tlohu
riesit pre 1024 jablk namiesto 1000, uSetrime si tak starosti so zaokrthlovanim. (Janko si teda okrem 1000
redlnych jablk predstavi 24 virtudlnych. Tie nemdzu byt cervené, takze je jedno, ¢i ich Petke ukazuje alebo
nie.)

Vzorové riesenie, pohlad prvy

Jeden mozny pohlad na nasu tlohu je nasledovny: pre kazdé jablko nas zaujima, kolkokrat ndm o nom Petka
tvrdila, Ze nie je cervené. Akondhle sa to o nejakom jablku dozvieme dvakrat, mézeme ho zahodit — aspon jeden
z tych dvoch vyrokov musel nutne byt pravdivy.

Jablka teda budeme delit na tri kopky. Na prvej su tie, o ktorych zatial Petka vzdy tvrdila, ze st ¢ervené, na
druhej su tie, pre ktoré uz raz povedala, Ze st zelené, no a tretia (odpadovd) kopka obsahuje ostatné jablka —
tie, ktoré uz su naisto zelené.

Kazda moznu situdciu teda méZeme popisat dvoma éislami: pocet jabfk na prvej a pocet jabik na druhej kopke.
Na zacdiatku sme v situdcii (1024, 0): vSetky jablkd zatial mozu byt Cervené.

Nech si teraz Janko ako prvii otédzku vyberie  jablk a opyta sa, & je Gervené medzi nimi. Ak Petka odpovie
»ano“, dostaneme sa do situdcie (z,1024 — x). (VSetky ostatné jablka este mozu byt Cervené, ale len ak Petka
prave klamala.) Ak Petka odpovie ,nie“, nastane presne opaény pripad a dostaneme sa do situdcie (1024 —zx, x).
Ak by sme zacali rozdelenim jabfk presne napoly, bez ohladu na to, ako Petka odpovie, sa dostaneme do situdcie
(512,512).

Pokracujme teraz v delen{ jablk na polovice, a to nasledovne. Pri druhej otdzke si vyberieme 256 jablk z prvej
a 256 jablk z druhej kopy a opytame sa Petky, ¢ je ¢ervené jablko medzi nimi. Bez ohladu na to, ako odpovie,
dostaneme sa do situdcie (256,512). Rozmyslite si, preo: Na druhej kope budeme mat 256 jablk, ktoré Petka
uz po druhykrat oznaci za zelené. Tie rovno zahodime. Ostatné jablkd z druhej kopky na nej ostani. No a
podobne na prvej kopke ostane 256 jabik (tie, ktoré podla Petkinej aktuédlnej odpovede mézu byt Cervené) a
256 jablk presunieme z prvej kopky na druh.

Aj v dalsom kroku rozdelime jablka na polovice. Na prvej kopke ndm ich ostane 128, na druhej kopke ich ostane
256 a plus k nim presunieme 128 z prvej kopky. Po tretej otdzke teda budeme v situdcii (128, 384).

V rovnakom duchu prebehne stvrtd az desiata otdzka. Postupne sa takto dostaneme do nasledujucich situécii:
(64,256), (32,160), (16,96), (8,56), (4,32), (2,18) a po desiatej otdzke budeme v situécii (1, 10).

Méme teda zarucene prave jedno jablko, ktoré je dervené, ak Petka nikdy neklamala, a presne 10 jablk, z ktorych
kazdé je cervené, ak Petka uz prave raz klamala.

Potrebujeme medzi tymito jablkami ndjst to jedno naozaj Cervené a ostavaji nam na to posledné Styri otazky.
Teraz uz nevieme polozit otazku, ktord bude tplne symetrické, Petkine odpovede nam preto vyrobia dve rézne
situdcie.

V jedenastej otazke ukazeme Petke jablko z prvej kopky a tri jablkd z druhej. Ak Petka odpovie, ze ¢ervené
je medzi nimi, zahodime zvy$né jablkd a ostaneme v situdcii (1,3). Ak Petka odpovie, Ze s vSetky zelené,
dostaneme sa do situdcie (0,8): na druhej képke ndm ostalo 7 jablk, na ktoré sme sa nepytali, a pribudlo tam

strana 3z 7 tloha A-II-2



37. ro¢nik (2021/2022)
rieSenia domaceho kola
kategdria A

Olympiada v informatike
http://oi.sk/

jablko, ktoré bolo doteraz na prvej kopke.

Ak sme v situdcii (0,8), vieme, Ze Petka uz klamala — zZiadne jablko nie je konzistentné so vSetkymi jej
odpovedami. Mézeme teda pouzit Standardné bindrne vyhladavanie a na tri otdzky zistit, ktoré z nagich 2% jablk
je to Cervené.

Ostdva ndm teda situdcia (1,3) a tri otdzky na jej vyrieSenie. Jedna moznost, ako nase riesenie dokoncit, je
opytat sa Petky na jediné jablko: to z prvej kopky. Kladna odpoved znamend, ze mame nase cervené jablko,
zdpornd odpoved nés dostane do situdcie (0,4) a ti uz na dve otdzky dorieSime.

Vzorové riesenie, pohlad druhy

Ocislujme si jablkd ¢islami od 0 po 1023. Petke postupne polozime 10 otdzok. V otézke i jej ukazeme tych 512
jabik, ktorych ¢isla maji nastaveny i-ty bit. (Prvd otdzka si teda jablkad 1, 3, 5, 7, 9, ..., drubd otdzka su
jablkd 2, 3, 6, 7, 10, 11, ... a tak dalej.)

Vzdy, ked nam Petka odpovie ,,ano“, zapiSeme si bit 1, a ked nam odpovie ,nie“, zapiseme si 0.

Takto dostaneme bitovy zapis ¢isla jediného jablka, ktoré zodpoveda vsetkym 10 odpovediam. Bud je toto nase
Cervené jablko (a Petka este neklamala), alebo je préve jeden z tychto 10 bitov zle. Rovnako ako v predoslom
rieSeni sme sa teda dostali do situdcie (1, 10).

A-11-3 Turbojazdec

Podobne ako v doméacom kole budeme tlohu riesit pomocou techniky dynamického programovania. Postupne
pre kazdy pocet tahov i a kazdé stradnice (j,k) vypoéitame hodnotu PJi, j, k]: pocet sposobov, ktorymi sa
vieme dostat na policko (4, k) s tym, Ze sme zatial navstivili v sprdvnom poradi prvych ¢ pismen slova w.

Niektoré tieto hodnoty st zjavné. Oznacme S[j, k] pismeno na politku (4, k) na Sachovnici. Ak S[j, k] # w]i],
tak zjavne P[i,j,k] = 0. Slovne: po preskédkani prvych i pismen slova w vieme byt na policku len vtedy, ak
obsahuje i-te pismeno slova w.

Tiez je zjavné, ze ak S[j, k] = w[l], tak P[1,7,k] = 1: jediny sposob, ako navstivit prvé pismeno slova w, je
zacat na nom.

No a ako vypocitame tie zvy$né hodnoty P[i, j, k]? Skoné¢it po i tahoch na poli¢ku (j, k) vieme tak, Ze spravime
prvych ¢ — 1 fahov, tymi sa dostaneme na nejaké iné policko a z toho nésledne i-tym tahom prideme na policko
(4, k). Sposoby, ktoré nds tam dovedd z roznych policok, st zjavne navzijom rozne. Celkovy pocet spdsobov
teda dostaneme jednoducho tak, ze s¢itame pocty sposobov pre vSetky moznosti posledného tahu.

Formélne, Pli, j, k] vieme spoditat ako sidet vSetkych P[i — 1,5, k'] takych, Zze turbojazdec vie jednym tahom
prejst z (57, k') na (4, k).

RieSenim nasej tilohy je potom suicet vSetkych hodnot Pln,*,«], kde n je dizka slova w.

Na velkej Sachovnici sa turbojazdec vie dostat skoro odvsSadial vsade: ak sa policka v kazdej siradnici liSia
aspon o 3, urcite sa medzi nimi vie turbojazdec hybat, a teda na kazdé policko vieme prist z aspon (r —5)(s—5)
inych.

Priamy vypocet jednej hodnoty P[i, j, k] postupnym prezretim vSetkych P[i — 1, ', k'] teda bude mat ¢asovi

zloZitost O(rs), z ¢oho dostdvame celkovii ¢asovii zlozitost ©(nr?s?).

Lepsie rieSenie

Vyssie popisané zlepsenie vieme este zefektivnif, a to tak, Zze budeme Sikovnejsie sCitovat moznosti, ako sa na
policko dostat. Casovii zlozitost vieme Sikovnym séitovanim zlepgit az na O(nrs).

Nasim hlavnym nastrojom budi dvojrozmerné prefixové stcty. Pomocou tejto techniky vieme tabulku r x s ¢isel
v ¢ase O(rs) predspracovat a nasledne budeme vediet v konstantnom ¢ase zistit sicet Tubovolného obdlznika.
Detaily tejto techniky néjdete popisané tu: https://www.ksp.sk/kucharka/2d_prefixove_sumy/

Vzdy, ked vypodéitame vSetky hodnoty P|i, *, x| pre konkrétne ¢, zoberieme tabulku tychto hodnét, predpoéitame
pre ne dvojrozmerné prefixové sicty a pomocou tych budeme nésledne efektivnejsie pocitat hodnoty P[i+1, %, *].
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Pozrime sa poriadnejsie na to, odkial vSade sa vie turbojazdec dostat na konkrétne policko X. Na schéme nizsie
su vsetky tieto policka oznacené pismenami.

aaaaaaaab...deeee
aaaaaaaab...deeee
aaaaaaaab...deeee
ccececeeec. ... ffff

gggeeegee. - - - - 3333
hhhhhhhhi. . .k1111

Vo vieobecnosti vieme oblasti, odkial sa vie turbojazdec dostat na policko X, rozdelit na nanajvys 12 obdiznikov.
V schéme je kazdy obdlznik inym pismenom. Ak vieme v konStantnom ¢ase zistit stcet lubovolného obdlznika,
vieme teda v konstantnom case zistit celkovy pocet spdsobov, ako sa vie po dalsom tahu dostat turbojazdec na
toto konkrétne policko X.

Iny pohlad na tento isty vypocet je taky, ze ide o nanajvys Styri obdiiniky, len od kazdého musime este odcitat
to jeho rohové policko, ktoré je najblizsie ku turbojazdcovi.

Listing programu (Python)

def vnutri(R, C, r, c):
return 0 <= r < R and 0 <= ¢ < C

def sucet (PS, rl, cl, r2, c2):
r2, c2 = r2+1, c2+1

return PS[r2][c2] - PS[r2][cl] - PS[rl][c2] + PS[rl][cl]
R, C = [ int(_) for _ in input () .split ()
W = input ()
board = [ input() for r in range (R)

# zistime pocet sposobov (0 alebo 1) pre prve pismeno
P = [ [ int( board[r][c] == W[0] ) for c in range(C) ] for r in range (R)

# postupne pre kazde dalsie pismeno spravime prefixove sucty
# a pomocou nich zistime nove pocty
for n in range(l,len(W)):
PS = [ [ 0 for ¢ in range(C+1l) ] for r in range (R+1)
for r in range(R):
for ¢ in range(C):
PS[r+1] [c+1l] = PS[r+1l][c] + PS[r][c+l] - PS[r][c] + P[r]([c]

newP = [ [ 0 for ¢ in range(C) ] for r in range(R)
for r in range(R):
for ¢ in range(C):

if W[n] != board[r][c]: continue
if vnutri(R, C, r-2, c-2):

newP [r] [c] += sucet(PS, 0, 0, r-2, c-2) - P[r-2][c-2]
if vnutri(R, C, r-2, c+2):

newP [r] [c] += sucet (PS, 0, c+2, r-2, C-1) - P[r-2][c+2]
if vnutri(R, C, r+2, c-2):

newP[r] [c] += sucet (PS, r+2, 0, R-1, c-2) - P[r+2][c-2]
if vnutri(R, C, r+2, c+2):

newP [r] [c] += sucet (PS, r+2, c+2, R-1, C-1) - P[r+2][c+2]

P = newP

print ( sum( sum(row) for row in P ) )
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A-11-4 Pokazeny rover kdduje cisla

Riesenia podiloh uvddzame v rovnakom poradi ako v zadani.

Poddiloha A: najdi predpis funkcie

V nasom porad{ mdme vSetky dvojice (x,y) usporiadané podla ich sic¢tu. Dvojice s rovnakym stctom si
nasledne usporiadané podla x.

Poradové ¢islo konkrétnej dvojice je rovné poctu inych dvojic, ktoré si v poradi pred nou.

Pred dvojicou (z,y) st vSetky dvojice, ktoré majui sicet mensi ako = + y: jedna dvojica so sic¢tom 0, dve so
sactom 1, ..., az x + y dvojic, ktoré maju sucet z + y — 1. Takychto dvojic je teda dokopy

(z+y)(z+y+1)
2

(1+2+~-~+(m+y))=

Pred dvojicou (z,y) st nésledne este dvojice s rovnakym suétom ale mensim prvym prvkom. Tych je x (prvy
prvok nadobtida hodnoty od 0 po x — 1). Dokopy teda plati:

(z+y)(z+y+1)

spoj(z,y) = 5 +z

Podiloha B: naprogramuj funkciu spoj

Makro uz lahko naskladdme pomocou existujicich prikazov: do pomocnych lokalit si ulozime hodnoty z + y a
z + y + 1, tie vynasobime, vysledok vydelime dvoma a pridame x.

MAKRO spoj X Y Z
zapis X [X_plus_Y]
pridaj Y [X_plus_Y]
zapis [X_plus_Y] [X_plus_Y plus_1]
pridaj J [X_plus_Y_plus_1]
vynuluj [tmp]
vynasob [X_plus_Y] [X_ plus_Y_plus_1] [tmp]
vynuluj [dva]
pridaj J [dva]l
pridaj J [dva]l
vydel [tmp] [dval] Z [zahod_zvysok]
pridaj X 2
END

Poduloha C: naprogramuj funkciu prvy

Keby sme mali najst matematicky predpis tejto funkcie, asi by sme sa celkom zapotili a zrejme by v 1iom fig-
urovala nejakd odmocnina a nejaké celé casti. To by sa roveru pomocou kamienkov nerobilo zrovna jednoducho.
Nastastie ni¢ také nepotrebujeme spravit. A hlavnym kltacom k tdspechu je nehladat efektivne riesenie, ale
funkéné a co najjednoduchsie riesenie.

Zacneme jednoduchym pozorovanim. Pred dvojicou (x,y) su urcite vSetky dvojice (0,0), (1,0), ..., (z — 1,0),
ktorych je dokopy x. Preto spoj(z,y) > x. Analogicky, spoj(z,y) > y.

Ak teraz dostaneme hodnotu z = spoj(x,y) a hladame hodnoty z, y, vieme, ze x < z a zdroven y < z. To ale
znamend, ze mame len kone¢ny pocet moznosti a teda ich mézeme vsetky prezriet.

V pseudokéde bude teda nasa implementéacia tejto funkcie vyzerat nasledovne:

funkcia prvy(z):
pre vSetky x od O po z:
pre vSetky y od O po z:
ak spoj(x,y) == z:
vrat hodnotu x

Tento program teraz potrebujeme zapisat v jazyku, ktorému rozumie rover. Budeme teda potrebovat dva do
seba vnorené cykly.

MAKRO prvy Z X
cyklusl: vynuluj [py]
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cyklus2: spoj [px] [py] [skusam]
rovnake [skusam] Z odpoved
skoc dalsi2

odpoved: zapis [px] X

dalsi2: rovnake Z [p
pridaj J [py
skoc cyklus2

y] koniec2
]

koniec2: rovnake Z [px] koniecl
pridaj J [px]
skoc cyklusl

koniecl: cakaj
END

Vo vnutornom cykle si vidy pre aktudlne hodnoty = a y do pomocnej premennej spocitame spoj(z,y) a
porovname to so z. Ked ndjdeme ti spravnu dvojicu = a y (vzdy je prave jedna), zapiSeme x do vystup-
nej premennej. Cyklus vsak pre jednoduchost ani vtedy neprerusime, nechdme ho dobehnut.

Vzdy, ked hodnota y dosiahne z, vnutorny cyklus ukonc¢ime a vratime sa do vonkajsieho cyklu. Tam inkremen-
tujeme x, vynulujeme y a zacneme novu iteraciu vntutorného cyklu — alebo skonc¢ime, ak sme uz prave ukoncili
skiisanie moznosti x = z.

(Funkcia druny, spominand v poduilohe D, by sa od funkcie prvy liSila len v jednom riadku: odpoved: zapis [py] v.)

Podiloha D: dizka postupnosti

Majme ¢islo z, predstavujice kéd postupnosti. Ak je toto ¢islo nula, ide o kéd prazdnej postupnosti, a td mé
dizku 0.

Ak je z kladné, vieme, ze plati z = 1 + spoj(zo, k), kde xg je prvy clen nasej postupnosti a k je kéd jej zvysku.
To ale znamend, 7e z — 1 = spoj(zo, k), inymi slovami, ze zg = proy(z — 1) a k = druhy(z — 1). Pomocou uz
implementovanych funkcii teda vieme z kédu nepréazdnej postupnosti ziskat aj jej prvy ¢len, aj kod jej zvysku.
No a aké je vtedy dizka nagej postupnosti s kédom z? O jedno viicsia ako dizka postupnosti s kédom k.

Ttato tvahu ndm uz len staci v cykle opakovat: postupne po jednom budeme odoberat ¢leny postupnosti a
zaroven si vo vystupnej premennej x pocitat, kolko sme ich uz odobrali. Ked ndm zostane prazdna postupnost,
skoncime.

MAKRO dlzka Z X
vynuluj X
zapis Z [postupnost]
cyklus: nulove [postupnost] koniec

pridaj J X
prenes [postupnost] J K - # vypocitame si z-1
druhy [postupnost] [zvysok_postupnosti] # z neho vypocitame druhy(z-1)

zapis [zvysok_postupnosti] [postupnost] # a to je kod postupnosti co nam ostala
skoc cyklus
koniec: cakaj
END
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