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A-111-4 Farebné oazy

Ulohu budeme samozrejme riesit pomocou teérie grafov. Na zaciatku méme graf tvoreny n izolovanymi vrcholmi
(odzami), kazdy inej farby. V takomto grafe mame efektivne simulovat dva typy opericii: prefarbenie vrcholov
z jednej farby na ini a pridanie vSetkych moznych hran medzi vrcholmi dvoch farieb.

Obmedzenia na velkost vstupu st vsak také, Ze si nembzeme dovolit popisané operacie skutocne vykonavat. Ak
napr. mame 500 000 bielych a 500000 ¢iernych vrcholov a pride zmena druhého typu pre bielu a ¢iernu, mali
by sme pridat az 500 0002 novych hran.

Zamyslime sa najskor nad verziou tlohy, kedy najskor len prefarbujeme a potom len spajame. Predstavme si, ze
sme nejak spracovali vSetky prefarbovania a teraz pre kazdd odzu vieme, akd mé farbu. Ako teraz sikovnejsie
robit spajanie?

Predstavme si, ze okrem toho, ze budeme mat jeden vrchol pre kazdu odzu, si spravime aj jeden vrchol pre
kazdua farbu. Kazdi odzu si potom spojime s vrcholom pre jej farbu. Takyto pristup vyzera nddejne: ked mame
spojit dve farby, stacilo by namiesto spajania vrcholov systémom ,kazdy s kazdym“ pridat len jednu hranu,
ktorou spojime vrcholy predstavujice celé farby.

Takato konstrukcia mé este nejaké muchy. Nechali sme napriklad nezodpovedani otazku, aké diiky maji mat
jednotlivé hrany. Tato otazka vSak bude dolezita az o chvilu, najskor vyrieSime iny, dolezitejsi problém. Tym je
skutocnost, ze akondhle spojime napr. vsetky Cervené odzy s vrcholom predstavujicim cervent farbu, bude sa
dat po tychto hranich chodit aj medzi lubovolnymi dvoma ¢ervenymi vrcholmi. To ale vo vSeobecnosti nemame
vediet spravit.

Pomoézeme si pomerne klasickym trikom: niektoré hrany v nasom novom grafe budu orientované (teda prechodné
len jednym smerom) a pre kazdd farbu budeme mat nie jeden, ale az dva vrcholy. Tie budeme volat vistupny
a vstupny.

Nové hrany v tomto grafe spravime nasledovne:

e 7 kazdej odzy i budeme mat orientovant hranu dizky 0 do vgstupného vrcholu pre jej farbu.

e Symetricky, zo wstupného vrchola pre farbu budeme mat orientovani hranu dizky 0 do kazdej odzy tej
farby.

o Ak mdme hranou spojit farby z a y, spravime to tak, ze priddme orientovantt hranu dizky 1 z vystupného
vrcholu x do vstupného y, a tiez naopak — teda z vystupného y do vstupného x.

V takto zostrojenom grafe potom uz naozaj bude platit, Ze kazdym pridanim novej hrany priddme moznost
prejst medzi dvoma farbami, pricom takyto prechod mé celkova dlzku 04+ 1+ 0= 1.

Teraz si este ukazeme, ako toto riesenie zovseobecnit a vyriesit povodnu sttazni tlohu. Na to potrebujeme este
vymysliet, ako efektivne vyriesit prefarbovanie.

Na zadiatku si vytvorfme vystupné a vstupné vrcholy pre vietky pévodné farby a prepojime ich hranami dizky
0 s odzami tak, ako sme si popisali vyssie.

Teraz si potrebujeme rozmysliet, ako odsimulovat prefarbenie vSetkych odz farby = na farbu y. Opét zacneme
nespravnou myslienkou, ukdzeme si, preco nefunguje a potom aj to, ako to opravit.

Tu by sme mohli mat pokusenie len pridat orientovant hranu dizky 0 z v§stupného vrcholu farby z do vystupného
vrcholu farby y (a symetricky pre vstupné vrcholy). Ved predsa ak mala doteraz odza farbu x, tak sa z jej vrcholu
vieme dostat do vrcholu pre farbu x, a ak odtial dostaneme moznost ist do vrcholu pre farbu y, tak sa uz don
vieme dostat zo vSetkych odz, ktoré majui teraz farbu y.

Preco toto nefunguje? Hned z dvoch dévodov. Prvym je, ze sme mohli v skorsom kroku spojit hranou farbu y
s nejakou inou farbou z. Odzy, ktoré vtedy este mali farbu x, tieto hrany nemaji mat. Ale ak im umoznime
dostat sa do vystupného vrcholu pre farbu y, dostani tym pristup prave k tymto uz skér pridanym hranam.
No a druhym dévodom je, Ze sice sme prave prestali mat pouzitd farbu zx, ale v budicnosti mozeme nejaké iné
oazy prefarbit na farbu x. Ak by sme potom tie znova pripojili k tomu istému vrcholu pre farbu z, spravilo by
to este vacsi chaos.

Opravit tito myslienku vieme nasledovne: namiesto prefarbovania x na y priddme dalSiu, iplne nova farbu 3/
a na tu prefarbime aj x, aj y. Priddme teda orientované hrany dizky 0 z vystupngch vrcholov pre z aj y do
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vystupného vrcholu pre 3’ a potom symetricky aj orientované hrany zo vstupného vrcholu pre ¢’ do vstupnych
vrcholov pre pévodné dve farby. Navyse si v pomocnom poli zapamétame, ze farbu x uz momentélne nemame
(ak sa v budticnosti objavi, je to novd farba) a Ze ak sa v buddcnosti na vstupe objavi farba y, tak namiesto
nej mame pouzit tto novu farbu 7/’

Takto uz dostaneme graf, v ktorom st vzdialenosti medzi odzami rovnaké ako v grafe, ktory by sme dostali
priamociarou simuldciou postupu zo zadania.

Presnejsie, ak sme v priamociarej simuléacii niekedy pridali hranu e z odzy x do odzy y pridant v okamihu,
kedy x mala farbu 2’ a y mala farbu y’, v nasom grafe sa z x vieme dostat do y cestou dizky 1 tak, ze najskor
orientovanymi hranami dizky 0 prejdeme cez vietky (vystupné vrcholy pre) farby, ktoré mal vrchol z od zaciatku
do okamihu, kedy bola pridand hrana e, potom prejdeme orientovanou hranou do (vstupného) vrcholu pre farbu,
ktori vtedy mal vrchol y, a odtial sa vratime cez (vstupné vrcholy pre) skorsie farby ktoré mal y spat az do
samotného vrcholu y.

A aj naopak, ak existuje Iubovolné cesta z odzy x do odzy y v nasom grafe, tak musi mat vysSie popisany tvar
a z toho vieme odvodit, Ze (aj kedy) sme v priamociarej simuldcii tieto dve odzy naozaj prepojili.

Je zjavné, Ze po inicializacii v ¢ase O(n) vieme kazdud z ¢ zmien realizovat v konstantnom ¢ase. Ako sme si prave
zdovodnili, na konci dostaneme graf s O(n + ¢) vrcholmi a O(n 4 ¢) hranami, ktory mé sprdvne vzdialenosti.
Odpoved, ktord mame vypisat, preto vieme zistit jednoducho tak, ze v nasom sikovnejsie postavenom grafe
najdeme najkratsiu cestu z vrcholu u do vrcholu v.

Kedze vsetky hrany maja diiky 0 alebo 1, mdézeme na to stdle pouzit prehladdvanie do sirky (BFS), len s
drobnou upravou: ked najdeme novi lepsiu vzdialenost do vrcholu v a prisli sme doni hranou diiky 0, zaradime
ho nie na koniec ale na zaciatok fronty vrcholov ¢akajicich na spracovanie. (Podobne ako pri klasickom BFS
takto dosiahneme, Ze neustéle plati invariant, ze vo fronte ¢akaji na spracovanie najskoér vrcholy ktoré si od
startu vo vzdialenosti d a aZ za nimi mozno st vrcholy, do ktorych je najlepsia zatial ndjdend vzdialenost d+1.)
Takto teda dostdvame riesenie s celkovou ¢asovou aj pamétovou zlozitostou O(n + q).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

struct hrana { int dest, len, nxt; };
ostream& operator<< (ostream& out, const hrana &e) { return out << " (" << e.dest << "@" << e.len << ")"; }

int n, gq, u, v, £;
vector<hrana> G;

vector<int> prva_hrana;
vector<int> realna_farba (n);

void pridaj_hranu(int src, int dest, int len) {
int id = G.size();
G.push_back ( {dest, len, prva_hranal[srcl} );
prva_hranal[src] = id;

}

void prefarbi (int x, int y) {
int rx = realna_farbal[x], ry = realna_farbaly]l;
if (rx == -1) return;

int rz = f++;
realna_farbal[x] = -1;
realna_farbaly] = rz;

pridaj_hranu(n+2xrx, n+2xrz, 0);
pridaj_hranu (n+2+rz+1l, n+2xrx+1, 0);

if (ry !'= -1) {
pridaj_hranu(n+2xry, n+2+rz, 0);
pridaj_hranu(n+2xrz+1l, n+2*xry+l, 0);

}

void spoj(int x, int y) {
int rx = realna_farbal[x], ry = realna_farbaly];
if (rx == -1 || ry == -1) return;
pridaj_hranu(n+2xrx, n+2xry+1, 1);
pridaj_hranu(n+2xry, n+2xrx+1, 1);
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int bfs() {

}

int nn = n + 2xf;
vector<int> vzdialenost (nn, nn+47);
vzdialenost[u] = 0;
deque<int> Q;
Q.push_back (u) ;
while (!Q.empty()) {
int kde = Q.front ();
Q.pop_front () ;
int eid = prva_hranalkde];
while (eid != -1) {
hrana e = G[eid];
eid = e.nxt;
int kam = e.dest, vzd = vzdialenost[kde] + e.len;
if (vzdialenost[kam] <= vzd) continue;
vzdialenost [kam] = vzd;
if (e.len) Q.push_back(kam); else Q.push_front (kam);
}
}

return vzdialenost[v];

int main() {

ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(NULL); cout.tie (NULL);
cin >> n >> g >> u >> v;
G.reserve (2+xn + 4xg + 7);
prva_hrana.resize (3*n + 2xgq + 7, -1);
f = n;
realna_farba.resize (n);
for (int i=0; i<n; ++1i) {
realna_farbali] = 1i;
pridaj_hranu(i, n+2xi, 0);
pridaj_hranu(n+2+«i+1, i, 0);

for (int gi=0; qgi<qg; ++gi) {
string cmd;

int x, vy;
cin >> cmd >> x >> y;
if (cmd == "p") prefarbi(x,y); else spoj(x,Vy);

}
cout << bfs () << endl;

A-111-5 Jednosmerna jednokolajka

Zacneme niekolkymi pozorovaniami.

« Ked sa dobehnt nejaké vlaky, idi spolu rychlostou prvého = najpomalsieho z nich. Ziadna skupina vlakov

teda nikdy nejde pomalsie ako osobak.

e Osobak je najpomalsi, a teda nikdy ziaden iny vlak nedobehne. Preto plati, ze s akym meskanim ho

vypravime, s takym pride do ciela.

o Expres je najrychlejsi. Ten naopak nikdy nebude obmedzovat iné vlaky: ked mame Tubovolny grafikon a

vynechame z neho jeden expres, ostatné vlaky by stéle do ciela dorazili v presne rovnakych ¢asoch ako ked
tam aj ten expres bol. To ale znamena, ze expres nikdy nema zmysel zdrziavat v Jablonici — ostatné vlaky
neovplyvni a jemu samotnému to zjavne nemé ako pomdct. Mézeme ho teda vzdy okamzite vypravif.

e V sade vstupov, v ktorej nemame ziadne expresy, mozeme tu isti tvahu spravit pre rychliky. Vsetky

rychliky teda mézeme rovno vypravit, ostava nam len rozhodnut, kolko pozdrzaf ktory osobak.

e Vlaky rovnakej rychlosti staci vzdy vypravit v ich pévodnom poradi — teda nikdy sa ndm napr. neoplati

vypravit rychlik A, ktory mal odist v ¢ase 10, az po rychliku B, ktory mal odist v ¢ase 17. Totiz ak by
sme rychlik A namiesto toho vypravili tesne pred rychlikom B, pride A do ciela v rovnakom alebo lepSom
Case ako predtym (teraz je to naraz s B, predtym to bolo bud naraz alebo neskdr), B pride do ciela v
presne rovnakom case ako predtym a ziaden z ostatnych vlakov to neovplyvni negativne — vlaky A a B
p6jdu spolu presne rovnako ako predtym siel B, a vlakom vypravenym po B teraz len z trate zmizol vlak
A, ktory ich predtym mohol spomalif.

o Kazdy vlak, ktory vypravime neskér ako v pévodnom case odchodu, moézeme vypravit bezprostredne po

inom vlaku. Totiz ak mame lubovolny plan, kedy vypravif vlaky, a vieme niektory vlak vypravit skor bez
toho, aby sme zmenili relativne poradie vlakov (t.j. bez toho, aby tento vlak predbehol nejaky iny), tak
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zjavne ni¢ nepokazime, ked tak spravime — na vlaky pred nim to vplyv nemé, postvany vlak urcite nepride
do ciela neskor ako v pévodnom scendri a vlakom vypravenym po nom to moze tiez len prospiet.

e Ak ideme na trat pustit vlak nejakého typu a v Jablonici ndm vlakov toho typu caka viac, ni¢ nepokazime,
ak ich naraz pustime vsetky.

e Ak by sme tesne po sebe chceli pustitf na trat pomalsi a po nom rychlejsi vlak, ni¢ nepokazime, ak ich
namiesto toho pustime v opa¢nom poradi — ked ich poradie vymenime, pomalsi vlak pride do ciela rovnako
a rychlejsi mozno skor ale urcite nie neskér ako v pévodnom scenari. Preto ak ideme naraz na trat pustit
vela vlakov roznych typov, ni¢ nepokazime, ked ich pustime v poradi od najrychlejSiecho po najpomalsi.

e Kombinaciou predchadzajicich dvoch tivah dostavame, Ze ak ideme na trat pustit vlak nejakého typu X,
tak mézeme postupne od najrychlejsieho po najpomalsi pustit vSetky v Jablonici ¢akajice vlaky, ktoré si
typu X alebo rychlejsie.

Na zaver tychto tivah eSte pre istotu zdoéraznime, ze vo vSetkych predchadzajicich odsekoch slova ako ,nic¢
nepokazime, ked“ formdalne znamenajui, Ze hocijaké riesenie vieme upravit na aspon rovnako dobré s préve
skimanou vlastnostou. No a z tohto vyplyva, ze aj medzi optimalnymi rieseniami vzdy musi existovat také s
prave skimanou vlastnostou. A akonghle vieme toto, sta¢i ndm ndjst najlepsie riesenie spomedzi tych s uvedenou
vlastnostou a budeme mat zarucené, ze ide zaroven o najlepsie riesenie celej pévodnej ulohy.

RieSenie v exponencialnom case

Pozrime sa, ¢o sa mdze stat, ak budeme pri vypravovani vlakov dodrziavat pravidld, ktoré sme si odvodili vyssie.
Expresy vzdy vypravime, akondhle to ide. Z ostatnych dvoch typov mozeme mat v Iubovolnej chvili v Jablonici
niekolko kusov, ktoré uz mali odist, ale eSte sme ich nevypravili. No a situdcia v stanici sa mdze zmenit len v
okamihoch, kedy bol prave pristaveny novy vlak. V kazdej takej chvili sa mézeme rozhodniit, ¢i vypravime len
cakajuce expresy, alebo aj rychliky, alebo tplne vSetky cakajice vlaky.

Pre kazdy z nanajvys n ¢asov pristavenia vlaku mame teda tri moznosti, ktoré vlaky pustit. Ked sa pre kazdy z
¢asov rozhodneme, ktora z tychto troch moznosti v niom nastava, je uz presne urcené, ktory vlak kedy pride do
ciela, a teda aj ich celkové meskanie. Stitaznd tlohu teda vieme vyriesit vyskasanim vSetkych O(3™) moznosti
a vybranim najlepsieho riesenia.

Riesenie dynamickym programovanim

Casovii zlozitost vyssie uvedeného riesenia vieme vylepsit na polynomidlnu pomocou dynamického programo-
vania. Kazdy zaujimavy okamih pocas postupného vypravovania vlakov vyssie popisanym sposobom mozeme
popisat troma ¢islami: prvé bude udavat pocet vlakov, ktoré uz mohli z Jablonice odist, druhé bude posledny
¢as, kedy sme na trat pustili rychliky a tretie posledny cas, kedy sme pustili osobaky.

Takychto okamihov (ktoré budeme nazgvat stavy), je teda len polynomidlne vela: aj vlakov aj moznych ¢asov
odchodu je len O(n), dokopy teda mame O(n?) stavov.

Pozor, toto nie je ekvivalentné s paméatanim si ¢isel udavajuicich kolko rychlikov a osobakov sme uz pustili na trat.
7 poslednych ¢asov odchodu vieme tieto pocty jednoznacne urcit, kedze vieme, Ze sme vtedy vypravili vSetky
cakajuce vlaky daného typu, ale naopak to neplati — rovnakému poctu vypravenych vlakov mdzu zodpovedat
rozne Casy ich vypravenia na traf, tomu mo6zu zodpovedat rozne casy prichodu posledného z nich do ciela, a to
moze mat vplyv na to, kolko budu v cieli meskat vlaky, ktoré sme este nespracovali.

Vsimnite si tiez, ze z popisu konkrétneho stavu vieme jednoznacne urcit aj to, kedy pride do ciela posledny
z doteraz vypravenych vlakov. A teda ked sa v budiicnosti rozhodneme vypravit nejaké dalsie vlaky, budeme
vediet jednoznacne urcit, kedy tie pridu do ciela, a teda aj to, kolko ktory z nich v cieli meska.

Nasu tlohu teraz vieme vyriesit tak, Ze budeme postupne po jednom spractvat vlaky (v poradi, v akom si
pristavené v Jablonici) a naraz simulovat vSetky mozné potencidlne-optimdlne spdsoby vypravovania vlakov. Po
kazdom spracovanom vlaku si vypocitame mnozinu vSetkych stavov, v ktorych sa simuldcia moze nachadzat.

KlIucové pozorovanie pre efektivnost tohto algoritmu je, ze ak sa kedykolvek vieme réznymi spdsobmi dostat do
toho istého stavu, stac¢i dalej pokracovat s tym spdsobom, pri ktorom sme doteraz vyrobili najmenej meskania.
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Ked takto spracujeme vsetky vlaky a zistime informécie o vsetkych dosiahnutelnych stavoch, budeme mat
vyrieSent nasu sutaznu ulohu — jej rieSenim bude najmensie celkové meskanie spocitané pre niektory zo stavov,
v ktorych sme uz vypravili vSetky vlaky vsetkych typov.

Na zaciatku sme v jedinom moznom stave. Ten si vieme popisat tak, ze sme rychliky aj osobdky naposledy
vypravili v ¢ase —oo a budeme si pamétat, Ze pre tento stav maju doteraz vypravené vlaky (ktorych je nula)
celkové meskanie 0.

Predstavme si teraz, Ze sme uz spracovali prvych x vlakov a vieme, v ktorych stavoch po nich vieme byt a
o kazdom aj to, akym najlep$im sposobom ho vieme dosiahnut. Ako spracujeme nasledujici vlak? Tak, Ze z
kazdého dosiahnutelného stavu skiisime vSetkymi moznymi spésobmi pokracovat.

Pribudol ndm vlak. Ak je to expres, rovno ho vypravime. Potom sa rozhodneme, ¢i vypravit aj vSetky cakajice
rychliky. A ak sme vypravili aj tie, ndsledne sa rozhodneme, ¢i vypravit aj vsetky Cakajice osobaky. Takto
dostaneme tri mozné nové stavy. Ku kazdému z nich vieme aj spocitat celkové meskanie doteraz vypravenych
vlakov — zoberieme to z minulého stavu a pripocitame k nemu meskanie vlakov, ktoré sme prave vypravili.
Tento posledny krok si rozpiseme detailnejsie.

V prvom rade si treba rozmysliet, ze o kazdom z vypravenych vlakov vieme povedat, kedy pride do Brezovej.
Tento ¢as je rovny maximu z Casu, kedy tam prisiel predchddzajici vlak (ak ho cestou dobehneme) a stiétu
aktudlneho Casu a ¢asu, ktory dany typ vlaku potrebuje na cestu (teda ¢asu, kedy by sme tam prisli ak nijaky
iny vlak cestou nedobehneme). No a ked vieme, kedy tam vlak bude a tiez vieme, kedy tam mal byt (to je
priamo dané tidajmi na vstupe), dostaneme jeho meskanie ako rozdiel tychto dvoch ¢asov.

No a v druhom rade je tu otazka, ako toto meskanie spocitat efektivne. Dalo by sa sice vypravované vlaky
spractuvat po jednom, ale vieme to robit aj Sikovnejsie.

Jeden mozny elegantny sposob je taky, ze ku kazdému stavu si budeme pamatat nielen optimalny stcet meskania
uz vypravenych vlakov, ale taktiez si budeme priebezne udrziavat aj sadu idajov odvoditelnych zo samotnych
parametrov stavu. Pre kazdy typ vlaku si budeme pamétat dve ¢isla: kolko vlakov toho typu ¢aka na vypravenie
a aky je stucet casov, kedy by mali byt v Brezovej bez meskania.

Ked nam pribudne novy vlak, tieto ¢isla pre jeho typ vieme upravit v konstantnom case. A ked sa rozhodneme
vypravit vsetky vlaky konkrétneho typu, vieme, ze vSetky pridu do ciela v tom istom case. Ked ten urcime a
vynasobime ich poctom, dostaneme sicet ich redlnych ¢asov prichodu do Brezovej. No a ked od toho od¢itame
nami Sikovne spocitany stucet ich planovanych ¢asov prichodu, dostaneme sicet ich meskani — ¢ize presne to, ¢o
sme chceeli vedief.

Takéto rieSenie teda kazdy dosiahnutelny stav raz spracuje, a to v konstantnom case. Jeho celkova casova
zloZitost je preto O(n?). Pamitova zlozitost vie byt O(n?): ked z mnoziny stavov dosiahnutelnych po spracovanf
z vlakov vypocitame novi mnozinu stavov po spracovani x + 1 vlakov, m6zeme ti prvii mnozinu zabudnif a
dalej pokracovat len s tou druhou.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int MAXN = 501;
const long long NEKONECNO = 1LL << 62;
const map<string,int> TYP_VLAKU = { {"Os",0}, {"R",1}, {"Ex",2} };

struct stav {
long long min_doteraz;
int posledny_prichod;
int pocet_cakajucich[3];
long long sucet_prichodov([3];
stav () { min_doteraz = NEKONECNO; }
}i
stav best [MAXN+1] [MAXN+1], new_best [MAXN+1] [MAXN+1];
int main() {
int N;
vector<int> T (3);
cin >> N >> T[0] >> T[1] >> TI[2];
vector<int> casy_odchodu (N+1); // casy_odchodu[0] je zarazka: fiktivny cas davno pred startom kedy vsetko odislo

best [0] [0] .min_doteraz = best[0][0].posledny_prichod = 0;
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// postupne spracuvame vlaky

for (int n=1; n<=N; ++n) {
string styp;
cin >> casy_odchodu[n] >> styp;
int typ = TYP_VLAKU.at (styp);

for (int last0=0; lastO<=n; ++last0) for (int lastl=last0; lastl<=n; ++lastl)
new_best [last0] [lastl] .min_doteraz = NEKONECNO;

// postupne prechadzame cez vsetky dosiahnutelne stavy, kazdemu pridame aktualny vlak
int pc[3], idx[3];
long long spl3];
for (int last0=0; lastO<n; ++last0) for (int lastl=last0; lastl<n; ++lastl) {
stav teraz = best[lastO0][lastl];
if (teraz.min_doteraz == NEKONECNO) continue; // nedosiahnutelny stav

for (int t=0; t<3; ++t) { pclt] = teraz.pocet_cakajucich[t]; sp[t] = teraz.sucet_prichodov[t]; }
pcltyp] += 1;
spltyp] += casy_odchodul[n] + T[typl;

// vyskusame vsetky tri moznosti, ze ako vela toho vypravit

long long nove_meskanie = teraz.min_doteraz;
int novy_prichod = teraz.posledny_prichod;
idx[0] = lastO; idx[1l] = lastl;

for (int t=2; t>=0; —--t) {
novy_prichod = max( novy_prichod, casy_odchodul[n]+T[t] );
nove_meskanie += 1LL % pc[t] * novy_prichod - spl[t];

idx[t] = n;
pclt] = 0;
splt] = 0;
stav &novy = new_best [idx[0]] [idx[1]];

novy.min_doteraz = min( novy.min_doteraz, nove_meskanie );

novy.posledny_prichod = novy_prichod;

for (int t=0; t<3; ++t) { novy.pocet_cakajucich[t] = pc[t]; novy.sucet_prichodov[t] = sp[t]; }
}

for (int last0=0; lastO<=n; ++last0) for (int lastl=last0; lastl<=n; ++lastl)
best[last0] [lastl] = new_best[last0] [lastl];
}

long long odpoved = NEKONECNO;
for (int last0=0; last0<=N; ++last0) for (int lastl=last0; lastl<=N; ++lastl) {
stav teraz = best[last0][lastl];
if (accumulate (teraz.pocet_cakajucich, teraz.pocet_cakajucich+3, 0) == 0)
odpoved = min( odpoved, teraz.min_doteraz );
}

cout << odpoved << endl;

A-111-6  Triedicka Il

Zacneme tym, ze si prejdeme myslienky rieseni pre jednotlivé sady. Nasledne si ukdzeme par trikov pre prijem-
nejsiu implementaciu generatora programov a na zaver si ukazeme konkrétne rieSenia vyuzivajice tieto triky.
Linearne riesenie

Pomocou O(n) krokov vieme sitaznt tlohu vyriesit pomerne priamociaro. Napr. mozeme n-krét spravit fazu, v
ktorej kazdé jadro posle cyklicky dolava ID aj tajomstvo. Takto postupne kazdé jadro uvidi vsetky ID a vSetky
tajomstva, no a ked uvidi ID, ktoré sleduje, moéze si zapamétat jeho tajomstvo.

Vsetci sleduja jedného

Jadro, ktoré sleduje samé seba, ozndmi svoje tajomstvo jadru 0 (podobne, ako vieme do jadra 0 dostat minimum).
Potom tito hodnotu z jadra 0 rozkopirujeme do vsetkych jadier.

Kazdy sleduje iného, r6zna parita

Povieme si, ze jadra s parnym ID buda wvysielat a jadra s neparnym ID prijimat. V prvom kroku usporiadame
jadra tak, aby sme mali najskor vsetky vysielajice a potom vsetky prijimajice. Teraz si kazdé jadro vypocita
svoj kluc: vysielajuce jadro bude mat ako kIu¢ svoje ID, prijimajice jadro bude mat ako klIac ID, ktoré sleduje.
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Ked teraz jadra usporiadame podla tohto klica, vznikne ndm n/2 dvojic, v ktorych m4 kazdé prijimajice jadro
nalavo od seba jadro, ktoré sleduje. Vsetky prijimajice jadra sa teda vedia naraz dozvediet hladané tajomstva.
No a nasledne si to celé este raz zopakujeme, len si jadra vymenia roly — tie, ktoré vysielali budt teraz prijimat
a naopak. Tito podilohu sme teda dokonca zvladli vyriesit v konstantnom case.

Kazdy sleduje iného — prvé riesenie

Vsimnime si, Ze v predchadzajicom rieseni sme vdaka dodato¢nej podmienke o roznej parite i a s; vedeli zarucit,
ze ked jadro ¢ prijima, jadro s; vysiela, a teda vytvoria dvojicu.

Co presne sa stane, ked to isté rieSenie pouzijeme, ak nemame zaru¢ent roznu paritu? Pre jadro z, ktoré nahodou
mé réznu paritu s jadrom s, toto riesenie stale zafunguje: ked x prijima, obaja si spocitaji kIu¢ s, a teda po
usporiadani skoncia vedla seba a = sa dozvie spravne tajomstvo. Ostatné jadra vo vSeobecnosti skoncia vedla
niekoho iného ako chceli. Tieto jadra sa zelané tajomstvo nedozvedia. Vsimnime si ale, Ze aspon vieme spoznat,
ze tato situacia nastala. Ked sa prijimajice jadro pozera dolava, vie si totiz nielen pozriet tajomstvo, ale aj
skontrolovat, ¢i naozaj ma nalavo od seba jadro, ktoré sleduje.

Namiesto parity (teda skutoCnosti, Ze sa ¢ a s; 1iSia v poslednom bite) by sme vedeli pouzit Iubovolny iny bit.
Teda napr. namiesto parity rozdelime jadré podla toho, ¢i mé ich ID nastaveny treti bit alebo nie. Ked nésledne
pouzijeme ten isty postup, zase nam vzniknu nejaké dvojice, v ktorych sa prijimajuice jadro dozvie tajomstvo —
tie, v ktorych sa i a s; vo zvolenom bite lisia.

Tuato podilohu vieme teda vyrieSit tak, Ze rieSenie predchddzajicej podulohy spustime (logn)-krat: raz pre
kazdy bit. Ak sa 4 1iSi od s;, urcite existuje aspon jeden bit, v ktorom sa lisia, no a v prislusnom kole ked ¢ bude
prijimat, s; bude vysielat a teda sa ¢ dozvie tajomstvo.

Ostava uz len oSetrit pripad i = s;. Ten je ale trividlny: ak vrchol sleduje sam seba, hladané tajomstvo uz pozna.

Kazdy sleduje iného — druhé rieSenie

Este v povodnom poradi si jadrd rozdelme do dvojic: 0 s 1, 2 s 3, atd. V kazdej dvojici si jadra navzajom
oznamia svoje hodnoty s; aj t;.

Pozrime sa na lubovolné jadro i. Ak nim sledované jadro s; je v tej istej dvojici, uz jeho tajomstvo poznd. A
ak nie, tak vdaka triku, ktory sme prave spravili, uz existuje jadro opacnej parity ako i, ktoré pozna tajomstvo,
ktoré i chce zistif.

Distribticiu tajomstiev medzi dvojicami teda teraz vieme spravit tak, ze jadra s parnym ID budu kazdé za svoju
dvojicu vysielat a jadra s neparnym ID za svoju dvojicu prijimat. Potom si to vymenia: neparne vysielaji, parne
prijimaju. No a na zaver si uz len vo dvojici oznamia, ¢o sa dozvedeli.

Vysielanie jednym smerom sa da spravit napr. na styri kroky, aby sme mali kazdt kombinéciu ,,za koho z mojej
dvojice vysielam“ a ,za koho z mojej dvojice prijimam®“.

Toto alternativne riesenie je este efektivnejsie ako predchadzajice — bezi dokonca v konStantnom case.

V/Seobecné riesenie

Ak moze vela jadier sledovat jedno, tak nds ani trik z predchadzajicej podilohy nespasi. Ak sa budeme snazit
vyrobit podobné riesenie s vysielajicimi a prijimajicimi jadrami, budi nam vznikaf situacie, kedy sa napravo
od vysielajuceho jadra nazbiera cely rad jadier, ktoré chct poznat jeho tajomstvo. A rozhodne nie je zjavné,
ako dosiahnut, aby sa toto tajomstvo dozvedeli vSetky.

Spravme to postupne. Za¢neme tym, Ze si jadra usporiadame podla toho, koho sleduji. V kazdej takto ziskanej
skupine posledné jadro (teda to s najviac¢sim ID) bude aktivne a ostatné jadrd budi pasivne. Teraz najskor
dosiahneme, aby sa aktivne jadra dozvedeli tajomstva, ktoré hladaji, a potom sa zamyslime nad tym, ako toto
tajomstvo nasledne rozkopirovat zvysku skupiny.

Vsimnime si, Ze priamo z definicie plati, ze ziadne dve aktivne jadra nesleduju to isté. Preto moézeme pouzit
Tubovolné z rieseni predchadzajicej podilohy a dosiahneme tak, ze vSetky aktivne jadra uz budu vediet hladané
tajomstva. (Jedind potrebnd tprava je, Ze prijimajtice pasivne jadra pri usporadivani upraceme nabok, aby
nezavadzali — napr. tak, Ze im ddme klti¢ —1 alebo n + 47.)

strana 7 z 10 tloha A-III-6



40. ro¢nik (2024/2025)
rieSenia celostatneho kola, den 2
kategdria A

Olympiada v informatike
http://oi.sk/

Teraz uz ostava len rozkopirovat ziskant informéacie — naraz z kazdého aktivneho jadra do pasivnych jadier,
ktoré sleduju to isté jadro ako ono.

Ked uz aktivne jadra vedia svoje odpovede, znova si vSetky jadra usporiadame (najskdr podla ID a potom podla
8;), ¢im dostaneme stvislé bloky jadier, ktoré maji rovnaké s;. Na konci kazdého bloku je aktivne jadro, ktoré
pren pozné odpoved. Teraz mdzeme pouzit ako podprogram riesenie podilohy C z krajského kola a ocislovat si
jadra v tomto novom poradi. Akonahle uz mame toto nové ocislovanie, rozkopirovat si idaje v rdmci kazdého
bloku uz vieme lahsie.

Alternativne moézeme dostat strucnejsie rieSenie, ak len priamo upravime ti isti techniku na vyriesenie tejto
tlohy. Tento jednoduchsi algoritmus si lahko popiseme pomocou rekurzie:

1. Usporiadame nevyradené jadra podla aktudlneho ID a potom podla s;. Dostaneme suvislé bloky, v ktorych
chceme kopirovat. (Na zacdiatku s aktudlne ID rovné skutoénym ID a nik eSte nie je vyradeny.)

Vsade, kde mame v jednom bloku dvojicu susedov s aktudlnymi ID 2k a 2k + 1, Tavého z nich vyradime.
Vsetky aktudlne ID vydelime dvomi.

Rekurzivne vyriesime rozkopirovanie informacii medzi jadrami, ktoré ostali nevyradené.

Vratime spét zmeny, ktoré sme spravili v krokoch 3 a 2, nasledne si jadra opét zoradime ako v kroku 1.
6. Jadra, ktoré prave prestali byt vyradené, si od svojho pravého suseda skopiruju jeho tajomstvo.

CUp W

Potrebnd hibka rekurzie je zjavne logn, potom nadm u# z kazdého tseku ostane len jeho aktivne jadro, a to
uz odpoved pozna. Nasledne pocas vyndrania z rekurzie zjavne vzdy plati, ze ked nejaké jadro j prestane byt
vyradené, jeho pravy sused je v tom istom bloku a uz pozna jeho odpoved, a teda sa ju aj jadro j dozvie.

No a rekurziu mdzeme skuto¢ne pouzit na vyrieSenie nasej tlohy, ak chceme — pri implementécii generatora!
Ale v podstate rovnako dobre vieme vySsie popisany program vygenerovat aj Cisto pomocou cyklov — najskor
(log n)-krat zopakujeme kroky 1-3 a potom rovnako velakrat kroky 5-6.

Sikovna implementacia generatora

Generator programov pre triedicku sa samozrejme da naprogramovat tak, ze napiSeme rucne kostru programu
pre triedicku, ti potom vlozime do programu ako pole retazcov a potom program obsah tohto pola pomocou
vhodnych cyklov vypiSe a pripadne upravi (napr. priebezne meni hodnoty niektorych konstant). Vieme to ale
spravit aj lepsie. Idedlne by bolo vedief pisat programy pre triedicku priamo v ,normalnom* programovacom
jazyku a nejak dosiahnut, aby z toho potom vznikol skuto¢ny program pre triedicku.

Prvy krok tymto smerom je napisat si napr. funkciu inst (instrukcia), ktord vypiSe svoje parametre na standardny
vystup (t.j. pridd instrukciu do vypisovaného programu) a ndsledne ako névratovi hodnotu vrati ¢islo prave
vypisanej instrukcie. Toto ¢islo potom moézeme priamo pouzit ako parameter pre dalSiu instrukciu, ktord s
vysledkom tej predchadzajicej dalej pracuje.

Pri programovani triedicky sa nam casto stava, ze jeden logicky krok, ako napr. ,podla parity ID zober bud
svoj vstup alebo vstup Tavého suseda“ musime rozpisat ako vela elementarnych krokov. Vyssie popisany trik
nam umozni vSetky tieto kroky spojit do menej lepsie ¢itatelnych instrukeii.

Mozeme zacat tym, ¢o chceme spravit: if. Ten vyzera nasledovne: inst (it", 2, 2, 2).If ma dostat tri parametre.
Najskor vypocitame prvy: paritu ID. TG vypocitame tak, Ze si zistime ID a potom spravime operaciu ,,modulo
2¢. Zatial teda mame nasledovné:

parita = inst ("%", inst("id"), inst("const", 2))

inst ("if", parita, ?, ?)

Nésledne potom mézeme za dalsi otdznik doplnif, ako vypocitat hodnotu, ktorti chceme dostat, ak je podmienka
splnené — teda napr. tento otdznik nahradime inst ("input", 1). A tak dalej.

Uz sme videli, ze navratovii hodnotu celého riadku si mézeme priradit v nasom programe do premennej a tej
hodnotu neskér pouzit v dalsich prikazoch. Tiez ale mézeme v rdmci parametrov inst pouzit aj symbolické meno
(ako prvy parameter ddme napr. "emp: ") a neskdr pouzit to.

ESte Sikovnejsia implementacia generatora

Moderné programovacie jazyky ndm umoznuju spravit eSte viac: definovat si vlastni triedu, ktorda bude pred-
stavovat vysledok postupnosti instrukcii. Pre taktto triedu si nasledne vieme definovat operatory, ktoré buda
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realizovat aritmetické a logické operacie, a dalSie funkcie pracujtce s nou a zodpovedajice ostatnym instrukciam
triedicky. Kazdy operator aj kazda funkcia vypise na vystup prislusnd instrukciu pre triedicku a nasledne vrati
¢islo prave vypisanej instrukcie, aby sme s jej vystupom mohli pracovat dalej. Toto ndm umozni este strucnejsie
a prehladnejsie zapisovat vypocty na triedicke.

Ukazeme si jednu moznti implementéciu takéhoto generatora v Pythone.

# globalna premenna s cislom naposledy pouzitej instrukcie
posledna_instr = 0

# pomocna funkcia pre ciastocne dosadenie konstant za prve parametre funkcie
# vyskusaj si napr. co spravi "helloprint = dosad(print, ’'Hello,’)" a potom "helloprint ('Bob’)"
def dosad(funkcia, xkonstanty):
# definujeme novu funkciu, ktora zavola povodnu ale s dosadenymi konstantami za prve parametre
def nova_funkcia (xparametre): return funkcia(xkonstanty, *parametre)
# vratime tuto funkciu ako vystup
return nova_funkcia

# pomocna funkcia pre vypisanie instrukcie a vratenie jej cisla
def instrukcia(prikaz, *argumenty):
# ak su nejake argumenty cisla a nie sme ’'input’ ani ’const’, spravime z nich konstanty
if prikaz not in [’const’, ’input’]:
argumenty = [ x if isinstance(x, Vysledok) else instrukcia(’const’,x) for x in argumenty ]
# zvysime pocitadlo instrukcii, vypiseme ju
global posledna_instr
posledna_instr += 1
print (prikaz, *xargumenty)
return Vysledok (posledna_instr)

# trieda predstavujuca vysledok instrukcie
class Vysledok:
# ked ju vyrobime, povieme jej, ake ma cislo a ona si ho zapamata
def __init__ (self, cislo): self.cislo = cislo
# ked tento vysledok neskor pouzivame ako argument, vypise sa zapamatane cislo
def __str__ (self): return str(self.cislo)

# triede Vysledok pridame "magicke operatory" pre matematicke a logicke operacie
# (tu pridavame len priblizne tie, co pouzijeme, dalo by sa ich mat aj viac)

operatory = [/_add__ ', '_sub__ ', '_mul__', ’__truediv_', '_mod_', '_and__', '_or__', ' _eq_ ', '__1t_"]
symboly = ["+/, "=/, "%', r/l, rST, g, T, T=r, <]
for op, sym in zip(operatory, symboly): setattr( Vysledok, op, dosad(instrukcia, sym) )

# pre ostatne instrukcie si vyrobime samostatne funkcie; inac pomenujeme tie co sa biju s keywordmi v Pythone

ine_instrukcie = [ 'const’, ’'copy’, ’sort’, ’left’, ’‘right’ ]

for cmd in ine_instrukcie: globals () [cmd] = dosad(instrukcia, cmd)
idcko = dosad(instrukcia, ’id’)

vstup = dosad(instrukcia, ’input’)

lnot = dosad(instrukcia, ’!’)

ak = dosad(instrukcia, ’if’

Implementacie niektorych generatorov

Ukazeme si teraz, ako pomocou vyssie implementovaného generdtora naprogramujeme riesenia niektorych po-
diloh. Vo vSetkych programoch sme si uz zo vstupu naéitali n (pocet jadier, pre ktoré generujeme program) a
z neho vypoditali log, n (napr. 1ogn = n.bit_length() - 1).

Linedrne riesenie je naozaj na par riadkov:

sledujem, tajomstvo = vstup(l), vstup(2)
vidim_id, vidim_t, vystup = idcko(), copy(tajomstvo), const (0)
for kolo in range(n):

vidim_id, vidim_t = right(vidim_id), right (vidim_t)

vystup = ak( vidim_id == sledujem, vidim_t, vystup )

Pre nazornost, ked tento program spustime na vstupe ,4 - =%, dostaneme toto:

input 1
input 2

id

copy 2
const 0
right 3
right 4
=61

if 875
right 6
right 7
=10 1

if 12 11 9
right 10
right 11
=141

if 16 15 13
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right 14
right 15
=181

if 20 19 17

Riesenie podulohy, kde kazdy sleduje iného a sledovany ma vzdy opacni paritu ako sledujuci:

moje_id, sledujem, tajomstvo, vystup = idcko(), vstup(l), vstup(2), const(0)
for parita in range(2):
prijimam = (moje_id + parita) % 2

sort ( prijimam )

kluc = ak( prijimam, sledujem, moje_id )

sort ( kluc )

vystup = ak( prijimam, left (tajomstvo), vystup )

A vylepSenie na riesenie podulohy, kde uz nemusia byt opa¢né parity:

moje_id, sledujem, tajomstvo = idcko(), vstup(l), vstup(2)
vystup = ak( moje_id == sledujem, tajomstvo, 0
moc2 = const (1)

for bit in range (logn) :
for parita in range(2):
prijimam = (moje_id / moc2 + parita) % 2
sort ( prijimam )
kluc = ak( prijimam, sledujem, moje_id )
sort ( kluc )
vystup = ak( prijimam & ( left (moje_id) == sledujem ), left (tajomstvo), vystup )
moc2 x= 2
copy (vystup)

Na zaver jedna mozna implementacia plného riesenia:

def kopiruj(n):
global akt_id, sledujem, vyradene, vystup
if n == 1: return

kluc = ak( vyradene, -1, akt_id )

sort (kluc)

sort (sledujem)

vyradit = lnot (vyradene) & ((akt_id % 2) == 0) & (right(sledujem) == sledujem) & (right (akt_id) == akt_id + 1)
vyradene = vyradene | vyradit

save_id = copy (akt_id)

akt_id /= 2

kopiruj(n//2) # rekurzivne volanie

akt_id = copy(save_id)

vyradene = ak( vyradit, 0, vyradene )

sort (kluc)

sort (sledujem)

vystup = ak( vyradit, right (vystup), vystup )

# v prvom kroku zistime, ktore jadra su aktivne

moje_id, sledujem, tajomstvo = idcko(), vstup(l), vstup(2)

sort (moje_id)

sort (sledujem)

aktivne = lnot (sledujem == right (sledujem)) | ((sledujem == right (sledujem)) & (moje_id > right (moje_id))

# aktivne jadra zistia hladane tajomstva
vystup = ak( aktivne & (moje_id == sledujem), tajomstvo, 0 )
moc2 = const (1)
for bit in range(logn):
for parita in range(2):
prijimam = (moje_id / moc2 + parita) % 2
sort ( prijimam )
kluc = ak( prijimam, -1, moje_id
kluc = ak( prijimam & aktivne, sledujem, kluc )
sort ( kluc )
vystup = ak( aktivne & prijimam & ( left (moje_id) == sledujem ), left (tajomstvo), vystup )
moc2 %= 2

# zvysnym jadram ich rozkopirujeme pomocou rekurzie
vyradene, akt_id = const (0), copy(moje_id)
kopiruj (n)
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