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A-l1I-1 Tetris pre zaciatocnikov

Intervalovy strom pre doplnenia

Ak sme pocas testu doplnili raz modré a neskor raz ¢ervené kocky, tak v kazdom stipci7 ktory ma aj modré aj
¢ervené, s modré pod Cervenymi. Vo vSeobecnosti teda plati, ze ak vieme, ktoré bloky kociek su v konkrétnom
stipci, tak je tym jednoznacne uréené, v akom st poradi.

Doplnenie budeme volat aktivne, ak zasahuje do stlpca, na ktory sa prave pozerame, a pasivne, ak nie.
Predstavme si pole dizky < ¢, ktorého policka zodpovedaji jednotlivim doplneniam kociek v chronologickom
poradi. Na kazdom policku je zapisand bud nula, ak je zodpovedajiice doplnenie pasivne, alebo hodnota p;,
ak je toto doplnenie aktivne. Pre kazdé doplnenie mame teda v nasom poli pocet kociek, ktoré ndm do préve
skiimaného stipca pridalo. A navyse ked toto pole ¢itame zlava doprava, zodpovedd to tomu, ako su kocky v
nasom stipci usporiadané zdola hore.

Nad polom, ktoré sme si prave popisali, si postavime klasicky stuctovy intervalovy strom. Vsimnite si, ze tento
intervalovy strom vieme pouzit na to, aby sme v stfpci, ktorému zodpovedd, efektivne pre dané x zistili farbu
x-tej kocky zdola. Toto vieme spravit v ¢ase O(log q) nasledovne: Staéi zacat v koreni intervalového stromu
a postupne zist dodola. Kym nie sme v liste = na konkrétnom policku pola, vieme v kazdom vrchole spravit
nasledujicu tvahu: Pozrieme sa na stcet s v nasom lavom synovi. Ten nam povie, ze pridania v nom zodpovedaji
prvym s kockdm. Ak je s > z, je nasa hladand medzi nimi, pokracujeme teda do lavého podstromu. Ak nie,
pokracujeme do pravého podstromu, ale navyse si prepocitame, ze v rdmci neho uz hladame nie z-t1, ale len
(x — 8)-t1 kocku, kedZe s sme ich uz mali v Tavom podstrome.

Na zaciatku budu vsetky doplnenia pasivne, v celom intervalovom strome vratane pola samotného budu teda
samé nuly.

Vzorové riesenie

Predstavme si, ze prechddzame celtt vysledni $achtu po stipcoch zlava doprava. Pre n < 106 by sme to naozaj
mohli robit stipec po stipci, ale pre vidsie n vieme tento prechod spravit aj efektivnejsie. Zaujimat nds budd
totiz len tie okamihy, kedy sa nieco zaujimavé stane. Su dva typy takychto udalosti. Za prvé, kazdému doplneniu
zodpovedd nejaky stvisly tdsek stipcov. Zaujimavé udalosti st zadiatok aj koniec tohto tseku, lebo vtedy toto
doplnenie zac¢ne a potom znova prestane byt aktivne. No a za druhé, zaujimavé su tie stipee, v ktorych sme
pocas testu dostali nejaké otazky.

Vsetky tieto udalosti (ktorych je dokopy nanajvys 2q) si usporiadame do poradia, v ktorom pri prechode zlava
doprava nastanti. V tomto poradi ich nésledne spracujeme.

Vzdy, ked sa ndm zmeni mnozina aktivnych doplneni, upravime prislusné policko pola a nasledne cestou odtial
do korena prepocitame vyssie popisany intervalovy strom. Udalost prvého typu teda vieme spracovat v Case
O(log q). )

No a udalosti druhého typu? Ak méme otézku v aktudlnom stlpci, z ¢isla riadku vieme povedat, kolkd kocku
zdola chceme. Ak takito kocka neexistuje (sicet v koreni celého intervalového stromu je primaly), ma policko
farbu 0. V opac¢nom pripade vysSie popisanym algoritmom zistime, pocas ktorého doplnenia pribudla kocka na
hladanom policku. No a na zaver uz len skontrolujeme, ¢i bola nasa otazka polozend skor alebo neskor — podla
toho je odpoved bud 0 (eSte tam kocka nebola) alebo farba kocky, ktort sme nasli.

Toto riesenie najskor v ¢ase O(q) inicializuje prazdny intervalovy strom, potom v ¢ase O(qlog q) vyrobi uspo-
riadany zoznam udalosti a na zaver kazda z O(q) udalosti v case O(logq) spracuje. Preto ma celkovi ¢asovi
zlozitost O(qloggq).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

const int TYP_ZAC=0, TYP_QUE=1, TYP_KON=2;
const int LOGQ = 17;

struct udalost { int s,id,typ; };
bool operator<(const udalost &A, const udalost &B) { if (A.s != B.s) return A.s < B.s; return A.typ < B.typ; }
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int blok (const vector<int> &T, int x, int kde = 1) {
if (T[kde] < x) return -1;
if (kde >= (1 << LOGQ)) return kde - (1<<LOGQ);

if (x <= T[2*kde]) return blok (T, x, 2xkde); else return blok (T, x-T[2xkde], 2xkde+l);
}

int main() {
// nacitame vstup, rozdelime si ho na otazky a doplnenia, vygenerujeme udalosti
int n, qg;
cin >> n >> qg;
vector<int> A(n), B(n), P(n), F(n), S(n), R(n), odpoved(n,-1);

vector<udalost> U;
for (int 1=0; i<qg; ++1i) {
int typ; cin >> typ;
if (typ == 1) |
cin >> A[i] >> B[i] >> P[i] >> F[i];
U.push_back ( {A[i], i, TYP_ZAC} );
U.push_back( {B[i], i, TYP_KON} );
} else {
cin >> S[i] >> RI[1];
U.push_back( {S[i], i, TYP_QUE} );
}

}

// zostrojime prazdny intervalovy strom
vector<int> T (1<<(LOGQ+1), 0);

// spracuvame udalosti zlava doprava

sort ( U.begin(), U.end() );
for (auto &ud : U) {
if (ud.typ == TYP_QUE) {

// odpovedame na otazku
int b = blok(T, R[ud.id]+1);

if (b == -1 || b > ud.id) odpoved[ud.id] = 0; else odpoved[ud.id] = F[b];
} else {

// upravime aktivnost prave spracuvaneho intervalu

int kde = (1 << LOGQ) + ud.id;

if (ud.typ == TYP_ZAC) T[kde] = P[ud.id]; else T[kde] = 0;

// prepocitame intervalovy strom
while (true) {
kde /= 2; if (kde == 0) break;
T[kde] = T[2xkde] + T[2xkde+1];

}
}
// vypiseme odpovede
for (int x : odpoved) if (x != -1) cout << x << endl;

Alternativne rieSenie

Pre n &~ 10° vieme vyssie popisané rieSenie implementovat aj o Cosi lahsie tak, Ze si priamo ku kazdému stipcu
sachty zapiSeme udalosti, ktoré tam nastévaji. Potom naozaj moézeme postupne iduc zlava doprava pozriet na
kazdy stipec Sachty a vtedy zodpovedat vietky otdzky o fiom.

No a ked uz mame toto rieSene, plné zadanie s n < 10° nan vieme previest lahkym trikom zndmym pod menom
kompresia stradnic. Pri tej zoberieme tplne vietky &sla stipcov, ktoré sa vo vstupe naozaj nachadzaji. Vietky
vyskyty najmensieho z nich nahradime ¢islom 0, druhé najmensie ¢islo nahradime ¢islom 1, tretie najmensie
¢islom 2, a tak dalej.

Co takto dostaneme? Na jednej strane vieme povedaf, Ze vo vstupe s ¢ operdciami je nanajvys 2q roznych
¢isel stipcov, takze po nasej uprave maju vsetky pouzité stipce ¢sla mensia ako 2g. No a na druhej strane si
lahko odvodime, ze takato iprava nijak nezmeni odpovede na otazky. Rozmyslite si, Zze sme vstup len ,vhodne
z0zili“. (V poévodnom vstupe mohli byt dlhé sivislé bloky rovnakych stipcov, v ktorych sa ni¢ zaujimavé nedeje.
Kompresia stradnic kazdy takyto blok zredukuje na jediny stfpec.)

Stru€ne o trochu pomalsich rieSeniach

Predstavme si, ze mame pole, v ktorom mdme pre kazdy stipec Sachty pocet kociek v fiom. Na zaciatku st
v tomto poli samé nuly. Vidy, ked dopliiame nové kocky, potrebujeme k hodnotdm v stvislom tseku nasho
pola (od a; po b;) pripocitat konstantu p;. Nésledne este budeme potrebovat operaciu, kedy chceme preéitat
konkrétnu hodnotu v poli, t.j., pre konkrétny stipec zistit, kolko aktudlne obsahuje kociek.

Tieto operacie vieme efektivne robit pomocou intervalového stromu. Existuje viacero spésobov.

Jedna moZnost je priamo vkladat intervaly, pri¢om tpravy stromu robime lenivo (angl. lazy) — vo vnitornych
vrcholoch si pamétame, o kolko treba vsetko pod nim zvicsit, a az ked cez takyto vrchol potrebujeme prejst
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dodola, preposleme tuto informéaciu hlbsie.

Iné, trikovejSia moznost, je namiesto vyssie popisaného pola P udrziavat pole @, v ktorom Q[i| = P[i|— P[i—1],
inymi slovami, rozdiely medzi susednymi hodnotami v poli P. Mo6zeme si vsimnut, ze ked v poli P zvicsujeme
interval hodndt o konstantu, v poli () sa zmenia len dve hodnoty — na zaciatku a na konci zmeneného tseku. A
tiez si mozeme vSimnit, ze konkrétnu hodnotu pola P vieme urcit ako sucet prislusne dlhého prefixu pola Q.
Staci nam teda na vsetky potrebné operacie postavit nad polom @ obycajny suc¢tovy intervalovy strom.

Bez ohladu na to, ktort moznost sme si vybrali, teraz budeme pokracovat rovnako. Aby sme vedeli odpovedat
na otazku o farbe kocky na konkrétnom policku, staci ndm vediet zistif, do ktorého doplnenia tato kocka patri.
Inymi slovami, ak v nejakom stipci s hladdme z-t1 kocku zdola, tak chceme najst okamih v ¢ase, kedy prvykrat
pocet kociek v tomto stipci dosiahol aspoti z.

Ak by sme vedeli cestovat v Case, vedeli by sme hladany ¢as ¢t bindrne vyhladat. Potrebovali by sme sa v O(log q)
réznych éasoch pozrief na pocet kociek v stipci s. Kazdt taktto otdzku by sme zodpovedali tak, Ze sa na to v
prislusnom case opytame vtedy-aktualneho intervalového stromu.

No a toto naozaj vieme efektivne spravit. Intervalové stromy vieme upravit do tzv. perzistentnej verzie. Takto
upravené stromy si pamétaju nielen svoj sticasny stav, ale taktiez vieme zrekonstruovat, ako cely strom vyzeral
v Tubovolnom skorsom okamihu. Detaily jednej moznej konsStrukcie si mézete napr. pozriet v tomto videu:
https://www.youtube.com/watch?v=bmSa2HAPtES.

A-111-2  Telefénne budky

Vzdialenost vrcholov x a y (a teda aj ¢as v minttach potrebny na prechod medzi nimi) budeme oznacovat |zy|.

RieSenie za 5 bodov

Ako by sme tlohu vedeli vyriesit, keby sme vedeli, ze Alica pouzije budku v lokalite f, a Bob v f,7

Kazdu cestu z domu do ciela si mdézeme rozdelit na dve Casti: z domu po budku a od budky po ciel. Cesta
k bidke bude Alici trvat |d, f,| a Bobovi |dp f3|. Aby si mohli zavolat, musi rychlejsi z nich pockat na pomalsieho.
Telefonovat sa teda zacne v ¢ase max(|dq fal, |dbfb] ). Po telefondte sa obaja vyberd od svojich bidok do svojich
cielov a opét bude rychlejsi z nich ¢akat na pomalsieho — vylet skonéi, az ked sa do cielov dostant obaja.

Na to, aby sme spocitali optimalny cas vyletu pre tieto konkrétne budky f, a f, nam teda staci poznat Styri
vzdialenosti: vyssie uvedené vzdialenosti domov od biidok a tiez vzdialenosti |fqcq| a |fyes| biidok od cielov.

Teraz je kIicové vsimnut si, ze kazda vzdialenost, ktorti potrebujeme, je medzi nejakou bidkou a nejakym vr-
cholom. Postupne pre kazda bidku zvlast spustime jedno prehladévanie do Sirky (BFS), ktoré zacne od doty¢nej
bidky a vypocita ndm v ¢ase O(m) vzdialenosti od nej do vSetkych ostatnych vrcholov. Takto vypocitané vzdia-
lenosti si zapamétame v tabulke. Kedze budiek mame ¢, dokopy stravime tymto predpocitanim O(¢tm) casu.
Vypoéitana tabulka vzdialenosti medzi bidkami a vrcholmi ndm zaberie O(tn) paméte.

S takto predpocitanymi vzdialenostami teraz uz Tahko vyrieSime nasu sufazna tlohu za 5 bodov, teda v case
O(mt + qt?). Stadf totiz pre kazdd z ¢ otdzok postupne vyskisat vietkych t(¢t — 1) moznosti pre to, z ktorej
budky f, bude volat Alica a z ktorej bidky f;, bude volat Bob. Pre kazdu dvojicu (f,, fp) vieme v konstantnom
case spocitat cas, ktory by cely vylet trval, no a z tychto vyletov si uz staci len vybrat najkratsi.

Vylepsenie na vzorové riesenie

Predstavme si, Ze namiesto toho, aby sme dostali predpisané, ktoré budky Alica a Bob pouzijd, budeme ten-
tokrat mat obmedzenie, Ze si maju zavolat presne po k minitach vyletu. Ako vyzerd najlepsie rieSenie s tymto
dodatoénym parametrom?

Alica si méze vybrat spomedzi budok, ku ktorym sa vie z domu dostat za k minit. Ktort z nich sa jej oplati
vybrat? Kedze je predpisané, kedy sa telefonuje, dlzku vyletu vie ovplyvnit uz len jediné: to, ako dlho to po
telefonate bude Alici trvat do ciela. Spomedzi bidiek, ktoré vie dosiahnut, si teda chce vybrat td, z ktorej je to
do ciela aktualneho vyletu najblizsie. Presne rovnako moze uvazovat aj Bob: z budiek, ktoré on vie dosiahnut,
si chce vybrat najblizsiu k jeho cielu.
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Ak sme takto vybrali kazdému ind bidku, mame pre aktudlne k optimalny vylet. Co ale so situdciou, kedy je
pre Alicu optimélna t4 isté4 bidka ako pre Boba? Samozrejme, nemoézu si ju vybrat obaja. Tu je ale Tahka pomoc
— stac¢i vyskusat, kto ju nepouzije, a vybrat lepsiu z tychto dvoch moznosti. Ak sa napriklad rozhodneme, ze
Alica tuto budku nepouzije, je jasné, Ze pre Boba je stdle optimélne ju pouzit. A takisto si Tahko rozmyslime,
ze pre Alicu je nésledne optiméalne vybrat si najlepSiu zo zostavajucich budiek, ktoré vie dosiahnut.

Aby sme vedeli efektivne zistit, ktoré budky su kedy dostatoc¢ne blizko, zoradme si vSetky podla vzdialenosti
od Alicinho a tiez podla vzdialenosti od Bobovho domu. Toto mézeme spravit v ¢ase O(m) dalsimi dvoma
prehladavaniami do sirky. Iné, porovnatelne dobré riesenie je uvedomit si, ze vsetky vzdialenosti od budok k
domom uz méme v predpocitanych détach, staci ich povyberat a usporiadat (bud vSeobecnym algoritmom v
¢ase O(tlogt) alebo countsortom v ¢ase O(n)).

Predstavme si teraz, ze zaéneme s k = 0 (vtedy eSte nie s dosiahnutelné ziadne bidky a teda sa vylet nedd
uskutoc¢nit) a postupne budeme & zvySovat. V niektorych okamihoch pribudne novd bidka dosiahnutelnd bud
Alicou alebo Bobom. Optimélny vylet zjavne musi zodpovedat niektorému z tychto okamihov — nemé zmysel,
aby pri budkach obaja cakali, v optimalnom rieseni sa urcite telefonuje len ¢o pomalsi z nich pride ku svojej
budke. Staci teda postupne prejst cez tychto nanajvys 2t roznych hodnot k, pre kazdia z nich zistit najkratsi jej
zodpovedajuci vylet a vypisat najlepsie spomedzi takto ziskanych rieseni.

Ako toto vieme spravit efektivne? Aj pre Alicu aj pre Boba si budeme pamétat dve najlepsie spomedzi nimi
dosiahnutelnych budok — teda tie dve z nich, z ktorych to je najblizSie do prislusného ciela. Ked niekomu
pribudne nova dosiahnutelna bidka, spracujeme ju v konstantnom case: len sa pozrieme na jej vzdialenost od
ciela a ak je dostatocne nizka, zaradime ju medzi pamétané dve najlepsie. Po kazdej takejto zmene vieme taktiez
v konstantnom ¢ase vypocitat, ako dlho bude trvat najlepsi vylet zodpovedajtici aktudlnemu k.

Takéto rieSenie teda kazdu otdzku spracuje v ¢ase O(t), ¢im dostdvame prave potrebni ¢asovi zlozitost O(mt +
gt). Celkova paméatova zlozitost je O(m + tn).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int n, m, t, g, da, db;
vector<int> B;

vector< vector<int> > G;

vector< vector<int> > vzdialenost;

vector<int> bfs (int start) {
// klasicke prehladavanie do sirky z vrcholu start
vector<int> odpoved(n, n+47);
odpoved[start] = 0;
queue<int> Q;
Q.push (start);
while (!Q.empty()) {
int kde = Q.front(); Q.pop();
for (int kam : G[kde]) if (odpoved[kam] > odpoved[kde]+1) {
odpoved[kam] = odpoved[kde]+1;
Q.push (kam) ;
}
}
return odpoved;

}

void pridaj_budku(int &prva, int &druha, int nova, int ciel) {

if (prva == -1) { prva = nova; return; }

if (vzdialenost[nova] [ciel] < vzdialenost[prva][ciel]) { int x=nova; nova=prva; prva=x; }
if (druha == -1) { druha = nova; return; }

if (vzdialenost|[nova] [ciel] < vzdialenost([druha][ciel]) druha = nova;

int najlepsi_chvost (int nal, int na2, int ca, int nbl, int nb2, int cb) {
int odpoved = n+7;
for (int na : {nal, na2}) for (int nb : {nbl, nb2}) if (na != nb && na != -1 && nb != -1)
odpoved = min( odpoved, max(vzdialenost[na] [ca], vzdialenost[nb] [cb]l) );
return odpoved;
}

int main() {
// nacitame konstantnu cast vstupu
cin >> n >> m >> t >> g >> da >> db;
B.resize(t); for (int &b : B) cin >> b;
G.resize(n);
for (int i=0; i<m; ++i) { int x,y; cin >> x >> y; G[x].push_back(y); Gly].push_back(x); }
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// predpocitame vzdialenosti od budiek do sveta + poradia od domov po budky
vector< pair<int,int> > poradieA( 1, {n+7,-1} ), poradieB( 1, {n+7, -1} ); // zarazky
for (int i=0; i<t; ++1i) {

vzdialenost.push_back( bfs( B[1i] ) );

i
poradieA.push_back( { vzdialenost[i][da], 1 } );
poradieB.push_back( { vzdialenost[i] [db], 1 } );

}

sort ( poradieA.begin(), poradieA.end() );
sort ( poradieB.begin(), poradieB.end() );

// ideme odpovedat na otazky
for (int qg=0; qg<g; ++qq) {
// nacitame ciele vyletu, inicializujeme si najlepsie budky
int ca, cb; cin >> ca >> cb;
int nal=-1, na2=-1, nbl=-1, nb2=-1;
int najlepsi = 2xn+7;
// postupne pridavame budky a prepocitavame vylet
int ia=0, 1ib=0, cas=0;
for (int kolo=0; kolo<2xt; ++kolo) {
if (poradieA[ia].first <= poradieB[ib].first) {
pridaj_budku(nal, na2, poradieA[ia].second, ca);
cas = poradieA[ia].first;
++ia;
} else {
pridaj_budku(nbl, nb2, poradieB[ib].second, cb);
cas = poradieB[ib].first;
++ib;
}
najlepsi = min( najlepsi, cas+l+najlepsi_chvost (nal,na2,ca,nbl,nb2,cb) );
}

cout << najlepsi << endl;

A-111-3  RyZovanie

Zactnime vyrieSenim lahSej tlohy, v ktorej sa po rieke mézeme hybat len jednym smerom (napr. len po pride).
Pri rieseni tejto lohy si mozeme klast otazky nasledovného tvaru: ,Kolko najviac zlata viem ziskat, ak zacinam
na nedotknutom tseku ¢ a madm j minut ¢asu?“ Odpoved na tiito otdzku si oznacime B; ;.

Oznacme Z; j = z;1+- - +2; . Slovne, Z; ; je celkové mnozZstvo zlata, ktoré dostaneme na tseku ¢ pocas prvych
J mindt ryzovania. (VSetky séitance, ktoré neboli zadané na vstupe, st nuly. Inymi slovami, pre j > m plati
Zij="Zim-)

Pre i = n sa uz nemame kam inam pohntt, a teda mame len jedinti moznost: 7 minut ryzovat na tseku, kde
sme. Odpovedou na nasu otdzku je teda hodnota Z, ;.

Pre mensie 4 mame na vyber, kolko minit na zaciatku stravime na tseku . Aky najvacsi zisk vieme mat, ak
ich bude presne k? Z tseku ¢ dostaneme Z; j, gramov zlata. Potom strdvime jednu minttu (ak ju eSte méme,
teda ak k < j) presunom o tsek dalej. No a nésledne sme na nedotknutom tseku 7 + 1 a mdme este j — k — 1
minit ¢asu. Optimalny sposob, ako pokracovat dalej a ziskat za tento zvysny ¢as Co najviac zlata, teda opét
zodpovedd jednej z nasich otazok. Vieme teda povedat, ze ak na tseku ¢ stravime k£ mintt, najvicsie mnozstvo
zlata, ktoré vieme ziskat, bude presne Z; j + Bit1 j—k—1. No a optimalnu odpoved na naSu p6vodnt otdzku,
teda optimélne riesenie pre konkrétne i a j, vieme najst tak, ze vysktSsame vSetky moznosti pre k a vyberieme
najlepsiu z nich. Plati teda nasledovny vztah:

B; ;= max Z; + Bi11 j—k—
i, 0<k<j i,k i+1,j—k—1

Toto ndm uz umozni postupne vypocitat vsetky hodnoty B; ;. Za¢neme tym, ze priamo vypocitame vSetky
hodnoty B, », potom z nich vyssie uvedenym vzorcom vypocitame vsetky hodnoty B,,_1 2, z nich vSetky hodnoty
B,,_2.+ a tak dalej.

Dokopy takto spo¢itame O(nt) réznych hodnét B; ;. Kazdd konkrétnu hodnotu B; ; pre ¢ < n vieme vypocitat
vyskisanim O(t) moznosti, dokopy teda tymto vypoétom stravime O(nt?) krokov.

Ale vieme este trochu usetrit: pre i < n a j > m si moézeme vSimnit, ze nemd zmysel skisat moznosti s k > m,
kedze Z; 1 uz ostava konstantné a druhy scitanec sa nezvicSuje (za menej Casu nevieme v rovnakej situdcii
vyryzovat viac zlata). Preto kazda konkrétnu hodnotu vieme urcit v éase O(m), ¢o nadm zlepsi odhad ¢asovej
zlozitosti na O(nmit).
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Rovnaky vypocet vieme spravit aj pre verziu tlohy, v ktorej sa mdzeme posuvat len hore priadom. Takto
vypocitané hodnoty si moézeme oznacit C; ;.

Optimalne riesenie povodnej lohy samozrejme nemusi byt ani jedného z tychto dvoch typov. Uz v zadani sme
videli jeden priklad, ktorého optimélne rieSenia nutne zahfnali ryzovanie aj povyse aj ponize zaciato¢ného tseku
u. Zamyslime sa teraz, ako takéto rieSenia mézu vyzerat.

Pozorovanie 1: Vzdy existuje optimalne riesenie, pri ktorom sa na kazdom navstivenom tseku vsetko ryzovanie
udeje ako jeden suvisly casovy interval, a to akonahle prvykrat navstivime dany tsek.

Dokaz: Akékolvek iné riesenie vieme preusporiadat do vysSie uvedenej podoby bez toho, aby sme zmenili
celkovy Cas jeho trvania a celkové mnozstvo ziskaného zlata. Napr. ak mame akékolvek rieSenie, pri ktorom na
nejakom tiseku 3 minity ryzujeme, potom ho opustime a neskdr sa tam vratime a znova 2 minity ryzujeme, tak
mozeme namiesto toho pri prvej navsteve ryzovat 3+2 mintt a pri druhej vobec. Dokopy tak spravime presne
ta istt sadu akcii, takze aj celkovy cCas aj celkové mnozstvo ziskaného zlata ostant rovnaké.

Pozorovanie 2: Vzdy existuje optimélne riesenie, pri ktorom nanajvys raz zmenime smer, ktorym sa hybeme
po rieke.

Dokaz: Kazdé rieSsenie ma nejaké mintty, kedy sa hybeme, a nejaké mintty, kedy ryzujeme. Zoberme Tubovolné
rieSenie a pozrime sa na mnozinu usekov, ktoré sme pocas neho navstivili. To, kolko najviac vieme ziskat
ryzovanim, je zjavne jednoznac¢ne urcené tym, na ktorych tisekoch vieme ryzovaf, a tym, kolko casu stratime
pohybmi. Ak vieme ti ist mnozinu tsekov navstivit menej pohybmi, ostane ndm viac minit na ryzovanie, a
teda vieme ziskat aspon tolko isto zlata ako ked sme mali ¢asu menej — vieme spravit to isté, ¢o predtym, a
mozno potom este niekde vyryzovat dalsie zlato.

Urcite teda staci hladat optimdlne rieSenie medzi takymi rieseniami, ktoré nejakid mnozinu tsekov rieky navstivia
najmensim moznym poc¢tom pohybov.

Kedze sa hybeme len medzi susednymi tisekmi, navstiveny tsek rieky vzdy tvori nejaky suvisly interval. Oznac¢me
u1 najmensie a us najvicsie ¢islo navstiveného tseku. Optimalne riesenie, ktoré uy navstivi skor ako wus, zjavne
vyzerd tak, ze ideme zo zaciatocéného tiseku u najskor proti priadu ku w; a odtial po pride ku us. No a ak
navstivime usy skor ako uq, optimélne rieSenie vyzerd presne naopak.

(Dokonca vzdy vieme povedat aj to, ktord z tychto dvoch moznosti je lepsia — staci sa pozriet na to, ktory z
usekov u; a ug je dalej od zaciatoéného tseku u. Toto pozorovanie vSak nepotrebujeme vyuzit, vyskisat obe
moznosti a vybrat lepsiu je rovnako efektivne.)

Optimalne rieSenie, pri ktorom nezmenime smer, uz vieme najst pomocou hodnot B a C. Ako najst optimélne
rieSenie s jednou zmenou smeru? Takéto rieSenie si vieme rozdelit na dve fazy. V prvej sa prejdeme jednym
smerom a potom sa vratime spit na zaciatoc¢ny tsek. V druhej faze potom z u odideme opa¢nym smerom ako
vV prvej a uz smer nezmenime.

Predstavme si, Ze sme sa uz rozhodli, ktorym smerom pojdeme v prvej faze a tiez, ze v nej stravime presne x < ¢
minut. Akonédhle sme spravili tieto dve rozhodnutia, vieme uz vyriesit kazdu fazu zvlast. PresnejSie, mozeme
zistit, kolko najviac zlata vieme dostat za x minut prvej fazy a k tomu pripocitat najvacsie mnozstvo zlata
ziskatelné za t — x mindt druhej fazy.

Na optimélne riesenie druhej fazy vieme vyuzit uz predpocitané hodnoty B a C. Na optimalne riesenie prvej
fazy si predpocitame podobné hodnoty B’ a C’. Tieto vypocitame pomocou rovnakych vztahov ako povodné B
a C, len tentokrat na kazdy presun zardtame nie jednu ale az dve minity (kedZe kazdy presun musime spravit
aj tam aj spat).

Ked uz mame tieto hodnoty predpocitané, tak vieme, zZe optimélne riesenie, ktoré v prvej faze stravi x minut,
pocas nich ziska By, ., resp. Cy, , gramov zlata (podla smeru, ktorym najskor ideme). Nésledne spravime krok
na usek, kde sme este neboli, a zvysok ¢asu stravime ryzovanim a pohybmi tymto novym smerom. Pocas tejto
casti riesenia teda vieme ziskat nanajvys C,_1 51, resp. By41+—5—1 gramov zlata.

Toto zdverecné skiianie moznosti vieme spravit v éase O(t), ¢o je zanedbatelné oproti predchddzajicim vypoc-
tom. Celkova Gasova zlozitost nasho riesenia je preto O(nmt). Pamétovd zlozitost je O(nt). T4 by sa dala dalej
zlepsit na O(t), ale tito drobni optimalizdciu sme uz nevyzadovali.
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Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

int t, n, m, u;

vector< vector<int> > Z;

vector<int> dp(int usek, int smer, int krok=1l) {
// zaklad nasej odpovede je ze ryzujeme len tu
vector<int> odpoved = Z[usek];

odpoved.resize( t+1l, Z[usek].back() );
// ak uz sme na kraji rieky, to je vsetko
if (! (0 <= usek+smer && usek+smer < n)) return odpoved;

// zistime odpovede pre susedny usek
vector<int> ostatne = dp(usek+smer, smer, krok);

// prepocitame ako

for (int c=1; c<=t;
// najdeme opt.

najlepsie zapojit zvysok rieky
++c) for (int tu=0; tu<=m && tu<=c; ++tu) {
riesenie ak z "c" minut "tu" ryzujeme tu

int toto = Z[usek][tu], ostava = c-tu-krok;

if (ostava > 0)

toto += ostatne[ostaval;

odpoved[c] = max( odpoved[c], toto );

}
return odpoved;

}

int main() {
// nacitame vstup,
cin >> t >> n >> m
--u; // v programe
Z.resize (n);
for (int 1i=0; i<n;

spravime prefixovy sucet Z pre kazdy usek rieky
>> u;
cislujeme useky od 0

++i) |

Z[i] .push_back(0);

for (int 3j=0;
}

j<m; ++3) { int z; cin >> z; z += Z[i].back(); Z[i].push_back(z); }

// vypocitame polia popisane v texte riesenia

vector<int> B=dp (u,
vector<int> B3 (t+1,

1), C=dp(u,-1), B2=dp(u,1,2), C2=dp(u,-1,2);
0), C3(t+1,0); // verzie poli B a C zacinajuc od susednych usekov

if (u < n-1) B3=dp(u+l,1);

if (u > 0) C3=dp(u-

1,-1);

// najdeme globalne optimum vyskusanim rieseni s najviac jednou zmenou smeru
int optimum = max(B[t], C[t]); // ak nezmenime smer

for (int c=0; c<t;
cout << optimum <<

++c) optimum = max( optimum, max( B2[c]+C3[t-c-1], C2[c]+B3[t-c-1]
endl;
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