MATEMATICKA OLYMPIADA 2021/2022

RieSenia uloh okresného kola kategorie Z9

1 Trojciferné ¢islo ma ciferny sucet 16. Ak v tomto Cisle zamenime cifry na miestach stoviek a desiatok, c¢islo
sa 0 360 zmensi. Ak v pdvodnom ¢isle zamenime cifry na miestach desiatok a jednotiek, ¢islo sa o 54 zvacsi.
N4jdite toto trojciferné cislo.

(Libuge Hozov4)
RieSenie:
Ozna¢me povodné trojciferné éislo abc tize 100a+10b+c.Podla prvej informécie zo zadania platia+b+c = 16
a podla druhej bac = abc — 360, teda
1000 + 10a + ¢ = (100a + 10b + ¢ — 360),
360 = 90a — 90b,
4=q—b,
a=b>b+4

Podla tretej informdacie plati ach = abc + 54, teda

100a + 10c + b = (100a + 10b + ¢) + 54,

9c — 9b = 54,
c—b=6,
c=b+e6.

Ak z druhej, resp. tretej informacie vyjadrime a = b + 4, resp. ¢ = b + 6 a dosadime do vztahua + b + ¢ = 16,
dostaneme 3b + 10 = 16, teda b = 2. Dosadenim tohto vysledku do predchadzajucich vyjadreni ziskame a = 6
a c = 8. Najdené ¢islo 628 nazoaj vyhovuje zadaniu.

Pokyny:

Po 2 bodoch za kazdu z rovnica = b + 4 ac = b + 6; 2 body za dorieSenie siistavy a urCenie neznameho ¢isla.
Spravne rieSenie bez dalSieho komentara hodnot'te 1 bodom.

Poznamka:

Rozdiely c¢isel vzniknutych zdmenou dvoch cifier st vZdy ndsobkom deviatich, pricom prislusny ndsobok zod-
poveda miestam zamenenych cifier. Napr. v predchadzajicom rieSeni vidime abc—bac = 90(a—b) aabc—ach =
9(b —c), podobne abc —cba = 99(a — b). Taka ¢i podobna uvaha pred samotnym rieSenim tlohy dovoluje rych-
lejsSie odvodenie vztahova = b +4ac =b + 6.

Druhq, resp. tretiu informaciu zo zadania mozno nazorne zapisat takto:

a b ¢ a ¢ b
— b a c - a b c
3 6 0 5 4

Porovnanim miest pri najvyssich radoch zistujeme, Ze a — b je 3 alebo 4, resp. ¢ — b je 5 alebo 6 (dve moZnosti
pri kazdom rozdiele zodpovedaji tomu, ¢i uvazujeme prechod cez desiatku alebo nie). Tieto obmedzenia spolu
sa = b + 4 davaju jediné rieSenie, ktoré mozno odhalit systematickym skiSanim moznosti. Napr. podmienkam
a—b =4aa+b+c = 16 vyhovuju ¢isla 952,844, 736 a 628, z ktorych iba posledné uvedené vyhovuje aj vztahu
c—b=6.

2 Stvoruholnik ABCD je simerny podla uhloprie¢ky AC. Dizka AC je 12 cm, dizka BC je 6 cm a vniitorny uho} pri
vrchole B je pravy. Na stranach AB, AD st dané body E, F tak, Ze trojuholnik ECF je rovnostranny. Urcte dlzku
usecky EF.

(Karel Pazourek)
RieSenie:
Trojuholniky ACB a ACD st simerné podla spolo¢nej strany AC, body E, F leZia na stranach AB, AD a trojuhol-

nik ECF je rovnostranny, teda aj tento trojuholnik je simerny podla AC. Preto usec¢ky EF a AC su kolmé; ich
priese¢nik oznacime G.



B

Vnutorné uhly rovnostranného trojuholnika maji vel'kost 60°. Os simernosti, resp. vyska rovnostranného troj-
uholnika tento uhol rozpoluje a rozdeluje trojuholnik na dva zhodné pravouhlé trojuholniky so zvy$Snymi vnu-
tornymi uhlami 30° a 60°. Pomer prepony a kratSej odvesny v tychto mensich trojuholnikoch je prave 2 : 1. Tieto
vSeobecné poznatKky vyuzijeme v nasej ulohe niekol'’korakym spdsobom:

Jednak priamka AC je osou simernosti trojuholnika ECF, teda uhol ACE ma vel'’kost 30°. Jednak pomer prepony
a kratSej odvesny v pravouhlom trojuholniku ABC je podla zadania 2 : 1, teda ide o polovicu rovnostranného
trojuholnika, ktorého zvysné vnitorné uhly BAC a AC B maju vel'kosti 30° a 60°.

Z toho odvodzujeme, Ze uhol BCE ma vel'kost 30° (rozdiel uhlov ACB a ACE). Teda trojuholnik ABC pozosta-
va z troch navzajom zhodnych pravouhlych trojuholnikov AGE, CGE a CBE (zhoduju sa vo vnutornych uhloch
a kazdé dva maju spolo¢nu stranu).
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Dlhs$ia odvesna v kazdom z tychto troch trojuholnikov sa zhoduje so stranou BC, ktora ma dizku 6 cm. Navyse
pomer prepony a kratSej odvesny je 2 : 1. Ak velkost prepony oznacime a, tak podla Pytagorovej vety plati

a’ =36cm? + (g)z.
2
Po tiprave dostdvame a? = 48 cm?, teda a = 4v/3 cm = 6,93 cm. A to je velkost isecky EF.
Pokyny:
2 body za urcenie potrebnych uhlov, resp. rozpoznanie polovic rovnostrannych trojuholnikov; 2 body za dopoci-
tanie velkosti EF; 2 body za zrozumitelnost' a kvalitu komentara.
Poznamka:
Zaverecny vypocet moze byt nahradeny odkazom na znamy vztah medzi vyskou a stranou rovnostranného troj-
uholnika. S uvedenym oznacenim plati 6 cm = \/Z—ga, t.j.a =4V3cm.

So znalostou Talesovej vety, resp. vety opacnej mozno k vel'kosti uhla ACB dospiet nasledovne: KedZe pri vr-
choloch B a D je pravy uhol, lezia oba na kruznici s priemerom AC. Stred tejto kruznice je stredom usecky AC
a oznacime ho G (ten isty bod ako v rieSenf uvedenom vyssie). Podla zadania je polomer tejto kruZnice rovny
dizke strany BC (% |AC| = |BC|). Teda trojuholnik GCB je rovnostranny, preto vnitorny uhol pri vrchole C ma
vel'kost 60°.



Z uvedeného okrem iného vyplyva, Ze body A4, B, C, D su styri z vrcholov pravidelného Sestuholnika.

Ludovit si pri istom priklade na delenie vSimol, Ze ked delenec zdvojnasobi a delitel zvacsi o 12, dostane svo-
je oblibené cislo. To isté Cislo by dostal, aj keby p6vodny delenec zmensil o 42 a povodny delitel’ zmensil na
polovicu. Urcte Ludovitovo obltibené ¢islo.

(Michaela Petrova)
RiesSenie:

Ak delenca v povodnom priklade ozna¢ime a a delitela b, tak Ludovitovo pozorovanie mdézZeme zapisat takto:
b
2a:(b+12) = (a—42): 5

To je dvojaké vyjadrenie Ludovitovho obltibeného ¢isla, ktoré kvdli naslednym dpravdm oznacime c.
Z vyjadrenia vlavo dostavame

2a = bc + 12¢,
z vyjadrenia vpravo dostadvame
b
a—42= 56
2a = bc + 84.

Porovnanim tychto dvoch vyjadreni zistujeme, Ze 12c = 84, t.j.c = 7.

Treba este dodat, Ze vyhovujica dvojica ¢isel a a b naozaj existuje (dokonca je takychto dvojic neobmedzené
mnoZzstvo), a to napriklad 49 a 2.

Ludovitovo obltibené ¢islo je teda 7.
Pokyny:
3 body za zapis vztahov zo zadania a pomocné Gpravy; 3 body za dopocitanie, vysledok a kvalitu komentara.

Nahodne odhalené moZnosti veduice k spravnemu vysledku nemozno povazovat za tGplné rieSenie tlohy. Také
spracovanie hodnotte nanajvys 3 bodmi.

Poznamka:

Bez dodatoc¢ného oznacenia podielu méZeme upravovat tivodnud rovnost:
2a- g = (a—42)(b+12),
ab = ab —42b +12a — 12 - 42,
42(b +12) = 12a,
2a:(b+12) =7,
hladany podiel je teda 7.

V konvexnom Stvoruholniku ABCD plati, Ze E je priese¢nikom uhlopriecok, trojuholniky ADE, BCE, CDE maju
postupne obsahy 12 cm?, 45 cm?, 18 cm? a diZka strany AB je 7 cm. Uréte vzdialenost bodu D od priamky AB.

(Michaela Petrova)
RieSenie:
Zo znalosti obsahov jednotlivych trojuholnikov uréime obsah trojuholnika ABD. Zo znalosti dizky strany AB
urcime vzdialenost bodu D od priamky AB.
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Trojuholniky ADE a CDE majd spolo¢nt stranu DE a strany AE a EC leZiace na jednej priamke. Pomer ich obsa-
hov je teda rovnaky ako pomer diZok stran AE a EC,

|AE| : |EC| = 12cm? : 18 cm? = 2 : 3.

Podobne trojuholniky ABE a BCE maju spolo¢nu stranu BE a strany AE a EC leziace na jednej priamke. Pomer
ich obsahov je teda rovnaky ako pomer dizok stran AE a EC, ¢ize

S(ABE) : 45cm? = 2: 3.
Z toho dostavame S(ABE) = 30 cm?. Obsah trojuholnika ABD je sti¢tom obsahov trojuholnikov ABE a ADE,
S(ABD) = 30cm? + 12 cm? = 42 cm?.
Tento obsah je rovny polovici si¢inu dizky strany AB a vzdialenosti v bodu D od tejto strany, S(ABD) = % |AB|-v,

takze
_ 2-S(ABD) _ 2 - 42 cm?

- - —12¢m.
v IAB| 7 cm cm

Pokyny:

4 body za obsah trojuholnika ABD; 2 body za hladanu vzdialenost a kvalitu komentara.

Poznamka:

Uvahy a vztahy z prvej ¢asti uvedeného riesenia mozno zapisat' v tvare S(ADE) : S(CDE) = S(ABE) : S(BCE),
ekvivalentne ako S(BCE) : S(CDE) = S(ABE) : S(ADE), pri¢om jedinou neznamou je S(ABE).

Tiez plati, Ze pomer obsahov trojuholnikov ABD a BCD je rovnaky ako pomer vysSok trojuholnikov vzhladom
na spolo¢nt stranu BD, a ten je rovnaky ako pomer tseciek |AE| : |EC|. Pritom S(BCD) = S(BCE) + S(CDE)
pozname zo zadania a pomer |AE| : |EC| je odvodeny na zaciatku rieSenia. Z toho je mozné vyjadrit S(ABD).
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