MATEMATICKA OLYMPIADA 2021/2022

Riesenia uloh krajského kola kategorie C

1 Ziak si zndmkou z poslednej patminttovky zlepsil celkovy priemer z 2,6 na 2,5. Kol'ko patminttoviek celkom
pisal? Urcte vSetky mozZnosti. (MoZné znamky su 1, 2, 3, 4, 5.)

(Josef Tkadlec)
RieSenie 1:
Oznacme p pocet zndmok pred poslednou pisomkou a s ich sucet.
Posledna znamka mohla byt 1 alebo 2, inak by sa celkovy priemer naopak zhorsil. Tieto dva pripady dalej ro-
zoberieme:

¢ Ak bola posledna znamka 1, je zadanie ulohy vyjadrené stistavou rovnic

£=26=E
p 5
s+1 :2525
p+1 ’ 2’
po Uprave
5s = 13p,
2s =5p +3.

0d prvej rovnice vynasobenej 2 odpocitame druhti rovnicu vynasobenu 5, a dostaneme tak
0=2-13p—-5(p+3)
0 = 26p — 25p — 15)
p =15,

z ¢oho dalej
13p 13-15
-5 5

Tieto hodnoty st pritom mo#né, napriklad pri 6 dvojkach a 9 trojkach. Ziak teda mohol celkom napisat’ 15+1
Cize 16 pisomiek.

S 39.

e Ak bola posledna znamka 2, je zadanie ulohy vyjadrené ststavou rovnic

£=26=E
p 5
s+2 :2525
p+1 ’ 2’
po Uprave
5s = 13p,
2s=5p+1.

0d prvej rovnice vynasobenej 2 odpocitame druht rovnicu vynasobent 5, a dostaneme tak
0=2-13p—-50Gp+1)
0=26p—25-5)

P =5,
z ¢oho dalej
13p 13-5
S = T = T =13.

Tieto hodnoty st pritom mozné, napriklad pri 2 dvojkach a 3 trojkéach. Ziak teda mohol celkom napisat’ 5 + 1
Cize 6 pisomiek.



Zhrnutim dostavame, Ze Ziak mohol napisat 6 alebo 16 pisomiek.
Poznamka:

Vypisy prikladov zndmok mozZno nahradit konstatovanim, Ze sicet zndmok s danym poctom p moZe zrejme
nadobudnut vSetky celociselné hodnoty s od p po 5p.

RieSenie 2:
Oznacme p pocet znamok pred poslednou pisomkou a s ich sucet.

aukazeme, Ze (p, s) je jedna z dvojic (5, 13) alebo (15, 39). Priklady moZnych zndmok pre tieto dvojice opakovat
v druhom rie$eni uz nebudeme.

Z vyjadrenia priemeru % zlomkom v zakladnom tvare 1—53 vyplyva, Ze cislo p je ndsobkom 5, teda p = 5k pre

. s . 13 . . L Ay
vhodné kladné celé k. Z rovnosti 5 = — potommames = 13k, teda podmienku na poslednt zndmku z mézeme

zapisat rovnicou
25 = 5 s+z 13k+z
T2 p+1 S5k+1°

takZe ekvivalentne
55k +1) = 2(13k + 2),

25k + 5 = 26k + 2z,
2z=5—-k.
Do uvahy teda prichddzajui iba neparne k,ato 1 a 3.
e Akk=1,tak2z=5—k=5—-1=4,Cizez = 2,azrovnostip = 5kas = 13k vychddzap =5as = 13.
Tieto hodnoty st pritom mozné, napriklad pri 2 dvojkach a 3 trojkach.
e Akk =3,tak2z=5—-k=5-3=2,C¢iZez=1,azrovnostip = 5k as = 13k vychadzap = 15as = 39.
Tieto hodnoty sd pritom mozné, napriklad pri 6 dvojkach a 9 trojkach.
Zhrnutim dostavame, Ze Ziak mohol napisat 6 alebo 16 pisomiek.
Poznamka:

Uvodnii tvahu o delitelnosti moZno pri predchadzajiicom postupe pouzit aj neskdr. Predtym totiz moZeme
zostavit pre nezname p, s, z sistavu rovnic

tu potom upravit napriklad na tvar
5s = 13p,

25+ 2z =5p+5,
aazteraz vyuzit delitelnost, alebo este z poslednych dvoch rovnic podobne ako v prvom rieSeni vylucit neznamu
s. Vtedy dostaneme rovnicu
5-2s+22)—2-55=5-(5p+5)—2-13p,
Cize
10z = 25 —p.

Odtial’ uz vyplyva, Ze ¢islo p je neparne, delitelné 5 a mensie ako 25.
Pokyny:
V neuplnych rieSeniach oceiite ¢iasto¢né kroky nasledovne:
Cestou prvého rieSenia:

A1l KonStatovanie, Ze poslednou zndmkou z mohla byt jednotka alebo dvojka: 1 bod.

A2 VyrieSenie pripadovz = 1 a z = 2: 5 bodov za oba pripady, 3 body za jeden pripad. Ak chybaju priklady

moznych znamok, strhnite 1 bod (za jeden pripad aj celkom za oba).

Cestou druhého rieSenia:

B1 Zdbévodnenie, Ze p = 5k as = 13k: 1 bod.
B2 Vyjadrenie z (alebo 2z) pomocou k: 3 body



B3 Urcenie oboch trojic (p, s, z) a vylicenie inych: 1 bod.

B4 Priklady moZznych zndmok pre urcéené dvojice (p, s): 1 bod.

Celkovo potom dajte maximum zo suc¢tu bodov za A1, A2 a stuctu bodov za B1, B2, B3, B4.

Nech redlne ¢isla a, b, ¢ su také, Ze plati a + b + ¢ = 1. Dokazte, Ze
(a+bc)(b+ca)(c+ab) =0,

a urcte vSetky trojice (a, b, ¢), pre ktoré nastava rovnost.

(Patrik Bak)
RieSenie:
Z danej podmienky vyplyvaa = 1 — b — c. Preto

a+bc=1—-b—-c)+bc=1-b)1—-0).
Analogicky prepiSeme aj zvy$né dva Cinitele. Preto
(a+bc)(b+ca)(c+ab)=(1-Db)1—-¢c)- (1-c)A1—a)-(1—-—a)(1—Db)

= (1-a)(1-b)(A-0)* =0,

lebo druhd mocnina kaZzdého realneho ¢isla je nezaporna. Rovnost nastava prave v pripade
1-a)(1-b)1-c)=0,

t. j. prave vtedy, ked' je aspon jedno z Cisel a, b, ¢ rovné 1. Ak plati napriklad a = 1, tak zadana podmienka
a+b+c = 1prejdenatvar b + c = 0, takze ju spliiaji prave tie dvojice (b, ¢), ktoré st tvaru (t, —t) pre vhodné
redlne cislo t.

Vzhladom na symetriu st tak vSetky hladané trojice (a, b, ¢) prave tvarov (1, t, —t) alebo (¢, 1, —t) alebo (t, —t, 1),
kde t je lubovolné redlne cislo.

Poznamka:
OpiSme dva iné vhodné spdsoby tprav Cinitelov zadaného stcinu.
Pri prvom z nich vyuZijeme rovnost a + b + ¢ = 1 nasledovne:

a+bc=a-1+bc=a(a+b+c)+bc=a?+ab+ac+bc=(a+b)(a+c).
Podobne b +ca = (b+c)(b+a)ac+ab = (c + a)(c + b), takZe dokopy
(a+bc)(b+ca)(c+ab)=(a+Db)(a+c)-(b+c)(b+a) -(c+a)(c+Db)= ((a+b)(b+c)(c+a))2.

Odtial vyplyva rovnaky zaver ako v pé6vodnom rieSeni, lebo napriklada + b =1 —c.

Pri druhom sposobe dosadime vyjadrenie a = 1 — b — ¢ do vSetkych troch ¢initelov:
a+bc=1-b—c+bc=1-b)(1-r0),
b+ca=b+c—bc—c?=(b+c)(1—-0),
c+ab=c+b—b%—bc=(b+c)(1-Db).

Vynasobenim tychto troch rovnosti dostaneme

(a+bco)(b+ca)(c+ab)=1-b)A—-c)-b+c)A—-c)- (b+c)A-b)=((b+c)Q1-b)(1 - c))2 .

Odtial’ opét vyplyva rovnaky zaver ako v povodnom rieSeni, pretoZze b + ¢ = 1 — a.

Pokyny:

V neuplnych rieSeniach oceiite Ciasto¢né kroky nasledovne:

A1 Uprava niektorého z ¢initelov daného stéinu na stiéin dvoch vyrazov typu 1 — a alebo b + c: 1 bod, 2 body
dajte za takd upravu vsetkych troch Cinitelov.

A2 Dokaz nezapornosti daného sucinu: 2 body.



A3 Popis vsetkych trojic (a, b, ¢), pre ktoré je dany sti¢in rovny nule: 2 body, z toho 1 bod, ak je odvodena iba
skupina podmienok typu a = 1 alebo b + ¢ = 0, avSak chyba popis zodpovedajucich trojic (a, b, c¢), ako je
zadanim ulohy vyzadované. Vyhovujuci je aj slovny popis, napriklad, Ze st to prave tie trojice realnych ¢isel,
v ktorych je niektoré ¢islo 1 a sticet zvysSnych dvoch cisel je 0. Za podmienky typu a + bc = 0 vSak ziadny
bod neudelujte.

Celkovo potom dajte sucet bodov za A1, A2, A3.

V pravidelnom patuholniku ABCDE oznaéme F priese¢nik uhloprie¢ok AC, BE a G priese¢nik prediZenych stran
EA, CB. Ktory zo Stvoruholnikov CDEF a AFBG ma vacsi obsah?

(Méria Domanyova)
RieSenie 1:
Zo sumernosti pravidelného patuholnika (podrobne postidenych v rieseni tlohy 5 z domaceho kola) vyplyva, Ze

body D, F, G leZia v tomto poradi na jednej priamke a Ze plati BC || AD. Dokopy dostavame, Ze F je priesecnik
uhlopriecok lichobeznika GCDA so zakladiiami GC a D A.

C B G

Vdaka rovnobeznosti DA a G C maju trojuholniky DAC a DAG zhodné vysKky z vrcholov C a G na spolo¢nu stranu
DA, preto pre ich obsahy plati S(DAC) = S(DAG). Pritom

S(DAC) = S(DAF) + S(DFC),
S(DAG) = S(DAF) + S(AFG),

z ¢oho ziskavame rovnost S(DFC) = S(AFG).

Teraz si vSimnime, Ze oba zadané Stvoruholniky CDEF a AGBF st sumerné podla priamky DG, ktora tak rozpolu-
je obsah kazdého z nich. Preto z rovnosti S(DFC) = S(AFG) po nasobeni 2 dostaneme S(CDEF) = S(AGBF).

Stvoruholniky CDEF a AGBF teda majt rovnaky obsah.
Poznamka:

Z dévodu symetrie sme namiesto dvojice trojuholnikov DFC a AF G mohli uvaZovat dvojicu trojuholnikov DFE
a BFG. Takéto obmeny dalsich rieSeni uz spominat’ nebudeme (ani v zaverecnych pokynoch na bodovanie).
Dohodneme sa tiez, Ze zjavné dosledky simernosti patuholnika ABCDE budeme dalej uvadzat bez odkazov.

RieSenie 2:
Zadané stvoruholniky CDEF a AGBF doplnime tym istym trojuholnikom BCF postupne na Stvoruholnik BCDE

a trojuholnik AGC. Oznaéme a dizku stran daného patuholnika, u dizku jeho uhloprie¢ok a v vzdialenost medzi
Iubovolnou stranou a s nou rovnobeznou uhloprieckou.

B G

E

KedZe BCDE jelichobeznik, plati S(BCDE) = %(a+u)v.Vd’aka rovnobeZniku AG BD ma trojuholnik AG C stranu

GC dizky |GB| + |BC| = u + a a vys$ka na tito stranu ma vel'kost v, teda S(AGC) = %(a + w)v. Plati teda
S(BCDE) = S(AGC(), z coho dostavame S(CDEF) = S(AFBG).



RieSenie 3:

KedZe DB || AG a DA || BG, Stvoruholnik DABG je rovnobeZnik, a pretoZe je simerny podla svojej uhlopriecky,
je to kosoStvorec.

KedZe oba Stvoruholniky CDEF a AGBF majd navzajom kolmé uhlopriecky, plati

S(CDEF) = = - |[EC| - |FD|,

S(AFBG) = = - |AB| - |GF|.

N[F— N =

Priecka BF trojuholnika GDC je rovnobeZna s jeho stranou CD, takZe trojuholniky BFG a CDG st rovnolahlé,
preto plati

|GB| _ |GF|

|BC| ~ |FD|’
KedZe |GB| = |AD| = |EC| a |BC| = |AB|, dostavame

|EC| _ |GF|

|AB| — |FD|’

t.j.
|EC|-|FD| = |AB| - |GF].

Z toho uz vyplyva, Ze

S(CDEF) = S(AFBG).

RieSenie 4:
KedZe DE || CF a DC || EF, Stvoruholnik CDEF je rovnobeznik, a pretoZe je simerny podla svojej uhlopriecky,
je to kosoStvorec. Analogicky je aj AGBD kosoStvorec.

Podla rie$enia tilohy D3 k tilohe 5 domaceho kola vieme, Ze v pravidelnom patuholniku pre dizku stran a a dizku
uhloprie¢oku platiu : @ = a : (u—a) (tzv. zlaty rez), ¢o dalej vyuZijeme ako rovnost a? = (u—a)u. Ti mdéZeme
prepisat v tvare

|FC| - |FE| = |BF| - |BG],

pretoZe z koso$tvorcov CDEF a AGBD vyplyva |FC| = |FE| = aa|BG| = u, odkial |BF| = |BE|—|FE| = u—a.

Ked%e trojuholnika FBC ma strany FC a BC rovnakej dizky a, je rovnoramenny, takze plati

|%EFC| = 180° — |%BFC| = 180° — |%FBC| = |«FBG|.

Zhrnutim dostavame 1 1
i |FC| - |FE|-sin|&EFC| = B |BF|-|BG| - sin |«FBG]|,

takze
S(EFC) =S(FGB),
ateda
S(CDEF) = S(AFBG).
Pokyny:

V pripade ciasto¢nych rieSeni udelujte body takto:
Pri postupe z prvého rieSenia dajte 1 bod za prechod od porovnania obsahov CDEF a AGBF k porovnaniu ich

polovic, pri tomto postupe obsahov trojuholnikov CDF a AGF. Podla tplnosti dékazu ich rovnosti dajte 0 az 5
bodov, z toho 1 bod za vychodiskové pozorovanie, Zze DA || GC.



Pri postupe z druhého riesenia dajte 2 body za prechod od porovnania obsahov CDEF a AG BF k ekvivalentnému
porovnaniu obsahov Stvoruholnika BCDE a trojuholnika AGC. Podla tplnosti dokazu ich rovnosti dajte 0 az 4
body, z toho 1 bod za konS$tatovanie, Ze BCDE je lichobezZnik, a 2 body za rovnost |GB| = u.

Pri postupe z tretieho rie$enia dajte 1 bod za vyjadrenie obsahov oboch $tvoruholnikov pouzZitim suéinu diZok
ich uhlopriecok a 0 az 5 bodov za tUplnost dékazu ich rovnosti, z toho 2 body za zaver spojeny s prieckou BF
trojuholnika GCD a 2 body za zhodnost tsecky G B s uhloprieckami patuholnika.

Pri postupe zo Stvrtého rieSenia dajte 1 bod za prechod od porovnania obsahov CDEF a AGBF k porovnaniu ich
polovic, pri tomto postupe obsahov trojuholnikov EFC a GBF. Za Gplnost ddkazu ich rovnosti dajte 0 az 5 bodov,
z toho 3 body za prepis rovnostiu : a = a : (u — a) z textu domdaceho kola na tvar |FC| - |FE| = |BF| - |BG|, 1
bod za zhodnost uhlov EFC a GBF a 1 bod za dvojaké pouZitie vzorca pre obsah trojuholnika pomocou sinusu
zvieraného uhla.

Ciastkové bodové zisky z roznych postupov nemozno séitat, celkovo dajte maximalny z nich. Len za uhadnutie
odpovede Ziadny bod neudelujte.

Zjavné dosledky osovych simernosti pravidelného patuholnika nie je nutné dokazovat (ani spominat, ze su
zname z domdaceho kola). To isté sa tyka aj pravidla o lichobeZniku z prvého riesenia.

Styri navzajom rozne prvoéisla p, q, r, s splfiaji rovnost
72+p=q-7-s.

Urcte najmensiu moZnu hodnotu p.

(Josef Tkadlec)
RieSenie:
Akjejedno z prvocisel q, 7, s rovné 2, prava strana danej rovnosti je parna, a teda podla lavej strany je aj prvocislo
p parne, teda p = 2, €o je vylicené pre podmienku réznosti jednotlivych prvocisel.
Podobne Ziadne z prvocisel g, r, s nie je rovné 3, lebo sticet na lavej strane by potom bol nasobkom 3, a teda aj
prvocislo p by muselo byt rovné 3.
Vieme teda, Ze vSetky tri prvocisla g, r, s st vacSie ako 3. Tri najmensie takéto prvocisla su 5, 7 a 11, takZe plati

q-r-s=5-7-11 =385,

odkial vyplyva
p=q-r-s—72>385-72=313.

Lahko ukaZeme, Ze ¢islo 313 je prvocislo, a Ze je to teda hladana najmensia moZna hodnota p (na pravej strane
zadanej rovnosti st potom mensie prvocisla 5,7 a 11).

Keby ¢islo 313 nebolo prvodislo, bolo by vdaka odhadu 182 = 324 > 313 delitelné niektorym z prvocisel od 2
do 17. Delitelnost prvocislami 2, 3 a 5 je vSak vylicena podla znamych kritérif a pre zvysné prvocisla 7, 11, 13
a 17 I'ahko overime, Ze prislusné delenia vyjdua so zvyskami:

313=7-44+5=11-284+5=13-24+1=17-18+7.

(Pri overovan{ si moZno u$etrit pracu ivahou: Ked%e 72 = 2332, zrovnosti 72 +313 = 385 = 5-7-11 vyplyva,
Ze Cislo 313 nie je delitelné 2, 3, 5, 7 ani 11. Staci preto delenim overit nedelitelnost ¢isla 313 prvocislami 13
al7)

Pokyny:

V pripade ¢iastoc¢nych rieSeni udel'te po 1 bode za kazdé z oboch vysvetleni, Ze Ziadne z prvocisel g, r, s nie je 2
ani 3, dal$ie 3 body za ndjdenie odhadu p > 313 a konecne 1 bod za overenie, Ze 313 je prvocislo (rieSitel pritom
moZe konstatovat, Ze vylucil delitelnost vSetkymi prvocislami od 2 do 17, ¢o vSak nie je nutné zaznamenéavat).

Pokial riesitel hodnotu 313 urc¢i dosadenim prvocisel 5, 7 a 11 do pravej strany rovnosti a moznost p < 313
nevyludi, dajte iba 1 bod.




