MATEMATICKA OLYMPIADA 2022/2023

RieSenia uloh krajského kola kategorie B

1 Nech aab, kde a > b, st kladné celé ¢isla, ktorych stcet je osemnasobkom ich najvacSieho spolo¢ného delitela.
DokaZte, Ze ¢islo a® — b? alebo jeho trojnasobok je druhou mocninou celého ¢&fsla.

(Zdenék Pezlar, Michal Pecho)
RieSenie 1:
Oznacme d najviacsieho spolocného delitela ¢isel a a b. Potom platia = du a b = dv, kde kladné celé ¢islau a v
st nesudelitelné a pritom podla zadania plati u > v.

Podla zadania a+b = 8d, ¢ize du + dv = 8d, po vydeleni kladnym ¢islom d dostaneme u + v = 8. Dvojica (u, v)
kladnych celych cisel so stictom 8 a vlastnostou u > v je preto jedna z dvojic (7, 1), (6, 2), (5, 3), prostrednu
z nich v8ak rovno vyldc¢ime pre sudelitelnost cisel 6 a 2.

Rozoberme oba pripady:

e Pre dvojicu (7, 1) vychadza
a? — b? = (7d)? — (1d)? = 49d? — d? = 48d? = 3 - (4d)?,

takze
3(a? — b%) =323 (4d)? = (12d)?.

¢ Pre dvojicu (5, 3) vychadza
a? — b? = (5d)% — (3d)? = 25d? — 9d? = 16d? = (4d)>.

Tvrdenie ulohy tak plati v oboch pripadoch, ktoré prichadzali do avahy.
Poznamka:

Zrovnosti (ka)? — (kb)? = k?(a? — b?) pre kazdé celé k také, Ze k > 1, si moZzno vS§imnut, Ze ¢islo (ka)? — (kb)?
alebo jeho trojnasobok je druhou mocninou celého ¢éisla prave vtedy, ked je také ¢islo a?—b?. Preto stadi tvrdenie
ulohy dokazat pre pripad, ked' ¢isla a a b st nesudelitelné, t. j. ked plati d = 1.
Pokyny:
V neuplnych rieSeniach oceiite Ciastoc¢né kroky nasledovne:

A1l Vyjadrenie a = du, b = dv: 1 bod.

B1 Odvodenie rovnosti u + v = 8: 3 body.

C1 Dokazy tvrdenia ulohy pre kazdy z jednotlivych pripadov, ked’ plati u + v = 8: 0 aZ 3 body podla stupiia
uplnosti.

D1 Zdoévodnenie, Ze je mozné predpokladat' d = 1 (a nezavadzat tak ¢isla u, v, t.j. namiesto nich pisat a, b): 2
body.

Celkovo potom dajte sticet maxima z poctov bodov z A1,z B1 az C1 a po¢tu bodov z D1.

2 Predpokladajme, Ze realne &isla x, y, z spiiiaji nerovnost
(x+y+2)2>2(x?+y%+22).

Dokazte, Ze ¢isla x, y, z si bud’ vSetky kladné, alebo vSetky zdporné.
(Jaromir Simga)
RieSenie 1:
Nerovnost, ktort ¢&isla x, y, z spliiaji, najprv algebraicky upravime:
(x+y+2)?>2x%+y%+2%),
x2 4+ y2 + 2% + 2xy + 2yz + 2zx > 2x% + 2y? + 222,
2xy + 2zx > x% + y? + z% — 2yz,



2x(y+2)>x%+(y—2)? >0.

KedZe p6vodna nerovnost je zrejme v premennych x, y, z symetricka, jej désledkom st tri nerovnosti

x(y+2)>0,
y(z+x)>0,
z(x+y)>0.

Preto su vSetky tri Cisla x, y, z rozne od nuly. Keby teda dokazovany zaver neplatil, nastal by jeden z dvoch
nasledujucich pripadov.

e Dve z Cisel x, y, z sd kladné a zvySné je zaporné.
e Dve z Cisel x, y, z si zaporné a zvysSné je kladné.
V oboch tychto pripadoch vSak jedna z tychto nerovnosti neplati: Ak totiZ vyndsobime stcet dvoch kladnych

(resp. zapornych) Cisel ¢islom zapornym (resp. kladnym), dostaneme vo vysledku zaporné ¢islo. Tento spor uz
dokazuje tvrdenie tlohy.

RieSenie 2:

VSimnime si na tivod, Ze zadana nerovnost sa nezmeni, ak trojicu ¢isel (x, y, z) do nej dosadime v akomkolvek
inom poradi. To isté plati pri zdmene trojice (x, y, z) trojicou (—x, =y, —z).

Tvrdenie dokaZeme sporom. Predpokladajme teda, Ze tvrdenie tilohy neplati. Majme tak ¢isla x, y, z, ktoré spiiia-
ju zadanu nerovnost, avsak nie je pravda, Ze vSetky tri si kladné, ani to, Ze vSetky tri si zaporné. Bez ujmy na
vSeobecnostinechx > y > z.Potomx > 0az < 0.Platitedax >y > 0 > zalebox > 0 > y > z. Sta¢i uvaZovat
iba prvi moznost, lebo od tej druhej prejdeme k prvej, ked trojicu (x, y, z) vymenime za trojicu (—z, —y, —x).
Nechtedax =y = 0 > z. Vzhladom na to zadanu nerovnost upravime nasledovne:

(x+y+2)?>2x%+y%+2%),
x2 +y? 4+ 2% + 2xy + 2yz + 2zx > 2x? + 2y? + 222,
0>x2+y%+2z%—2xy—2yz—2zx,
0> (x—y)2+2%—2yz — 2zx.

VSetky Cleny na pravej strane su vSak nezaporné - prvé dva ako druhé mocniny, zvy$né dve nerovnosti —2yz > 0
a —2zx = 0 platia vdaka naSmu predpokladu x = y > 0 = z. Tym je dékaz sporom ukonceny.

RieSenie 3:
Zadanu nerovnost ekvivalentne upravujme:
(x+y+2)2>2(x%+y?% +22),
x2+y? 4+ 2% +2xy + 2yz + 2zx > 2x% + 2y?% + 222,
4yz > x? +y? + z2 — 2xy — 2xz + 2yz,
4yz > (x —y — 2)2.

Z toho vdaka nerovnosti (x —y —z)? = 0 vyplyva yz > 0, takZe ¢{sla y a z st bud’ obe kladné, alebo obe zaporné.
Vzhladom na symetriu vychodiskovej nerovnosti to isté plati aj pre zvyS$né dvojice ¢isel x a z, resp. x a y, takze
bud’ st vSetky tri ¢isla x, y, z kladné, alebo st vSetky tri zdporné.

Riesenie 4:
Zadanu nerovnost ekvivalentne upravujme:
(x+vy+2)?>2(x*+y?% +22),
x2+y? 4+ 2%+ 2xy + 2yz + 2zx > 2x% + 2y?% + 222,
0>x2+y2+2z2—2xy—2yz—2zy,
0>x%2—-2(y+2)x+ (y—2)>

Co je kvadraticka nerovnica premennej x, ktora ma podla predpokladu riesenie. Preto grafom kvadratickej funk-
cie f definovanej

f)=x* =20y +2)x + (y — 2)

je taka parabola, ktorej cast lezi pod vodorvnou osou. Prislusna kvadraticka rovnica f(x) = 0 ma preto dva
rézne korene, teda jej diskriminant D je kladny:

0<D=4(y+2)?—4(y — 2)* = 16yz.



Odtial'to vyplyva yz > 0. Podobne ako v predchadzajicom rieseni zo symetrie vyplyva taktiez xy > 0 a zx > 0,
teda vSetKky tri Cisla x, y, z maji rovnaké znamienka.

Poznamka:

Ukazme, ako niektoré poznatky z predchadzajucich rieSeni, a vlastne aj cely novy dbkaz, vyplyvaju z dalsich
uvah o vyssie spominanej parabole, ktora je grafom kvadratickej funkcie f. T4 vdaka zadanému predpokladu
nadobuda aspon jednu zapornu hodnotu.

Doplnenim na Stvorec ziskame vyjadrenie, ktoré sme predtym vyuzili v tretom rieSeni, teda

f)=@x—y—2?2—dyz=(x—(y+2)° —4yz

Z neho vidime, Ze funkcia f ma najmensiu hodnotu v bode y + z, a to —4yz. Z nerovnosti f(y + z) < 0 preto
vyplyva, rovnako ako z nerovnosti D > 0 vo Stvrtom rieSeni, nerovnost yz > 0. Preto y a z st nenulové ¢isla
s rovnakym znamienkom, ktoré tak ma aj ¢islo y + z. KedZe navySe plati

f0)=(—y—2?-4yz=(y—2)*=0,

¢islo x s vlastnostou f(x) < 0 ma (vdaka polohe paraboly) rovnaké znamienko ako ¢islo y + z, a teda (tu bez
uvah o symetrii) ako aj obe cisla y a z, ako sme mali dokazat.

Pokyny:
V netplnych rieSeniach oceiite ¢iastocné kroky nasledovne.
A1l Odvodenie nerovnosti typu x(y + z) > 0: 3 body.
B1 Zdoévodnené usporiadanie typu x =y > 0 > z pri dokaze sporom: 2 body.
B2 Uprava nerovnosti na tvar typu 2x(y + z) > x? + (v — z)?: 2 body.
C1 Uprava nerovnosti na tvar typu (x — (y + z))2 —4yz < 0: 3 body.
D1 Odvodenie nerovnosti typu xy > 0: 4 body.

Celkovo potom dajte maximalnu hodnotu z poctu bodov z A1, zo suctu bodov z B1 a B2, z poctu bodov z C1,
a z poctu bodov z D1.

Na stranach AB a BC daného trojuholnika ABC leZia postupne také body D aE, Ze |[BD| = |DC| = |CA|a |EC| =
|ED|. Dokazte, ze |AE| = |BE].

(Patrik Bak)
RieSenie 1:
Nech 8 = |%ABC|. Z rovnoramennych trojuholnikov BCD a CDE tak postupne mame
B = |¥ABC| = |<DBC| = |&¥BCD| = |XECD| = |«XCDE].
Dokazovana rovnost |AE| = |BE| bude platit’ prave vtedy, ked bude platit aj |*EAB| = B, ¢ize |XEAD| = B.

To vdaka rovnosti |€ECD| = 8 nastane prave vtedy, ked $tvoruholnik ADE C bude tetivovy. Tuto jeho vlastnost
dokazeme dopocitanim niekol'kych dalSich uhlow.

KedZe ADC je vonkajsi uhol trojuholnika BCD, plati |€ADC| = 2. Preto z rovnoramenného trojuholnika ADC
vyplyva rovnost |<CAD| = 2. Vypoctom tretieho uhla v trojuholniku CDE dostavame |<DEC| = 180° — 2.
Vidime, Ze |*CAD| + |¥DEC| = 180°, ¢o znamena, ze ADEC je naozaj tetivovy $tvoruholnik.

RieSenie 2:
Rovnost |AE| = |BE| dostaneme zo zhodnosti trojuholnikov AE C a BED. V nich podla zadania plati |AC| = |BD|
a |EC| = |ED|. Preto vdaka vete sus staci overit rovnost |XECA| = |XEDB]|.



B E c

KedZe ADC je vonkajsi uhol trojuholnika BCD, plati |*ADC| = 2. Preto z rovnoramenného trojuholnika ADC
vyplyva rovnost |[€CAD| = 2. Tak z trojuholnika ABC podla rovnosti |[¥ABC| = f a |<CAB| = |«CAD| = 288
plati

|XECA| = |<BCA| = 180° — |<ABC| — |«CAB| = 180° — 38.

Podobne z priameho uhla pri vrchole D vzhladom na vztahy |[XCDE| = B a |*ADC| = 2 vyplyva
|%EDB| = 180° — |«CDE| — |<ADC| = 180° — 3B.

Tym je potrebna rovnost |XECA| = |<EDB| dokazana.

Riesenie 3:

Rovnoramenné trojuholniky BCD a DCE so spolo¢nym uhlom pri krajnom bode C ich zakladni sti podobné, plati
teda

IDC|  |EC|
IBC| — |DC|’
Pouzitim tejto rovnosti a rovnosti |AC| = |DC| zo zadania dostavame

|AC| _ IDC| _ |EC| _ |EC|
IBC| ~ |IBC| — IDC|  |ACY

Trojuholniky ABC a EAC su teda tieZ podobné, a to podla vety sus, pretoZe pri vrchole C majui spolo¢ny vnitorny
uhol. Tato podobnost spolu so zhodnostou uhlov pri zadkladni AD rovnoramenného trojuholnika ADC vedie
k rovnostiam

|€AEC| = |«BAC| = [«DAC| = [«ADC].

Rovnoramenny trojuholnik BCD ma tak pri svojom hlavnom vrchole D vonkajsi uhol ADC zhodny s vonkaj$im
uhlom AEC trojuholnika BE A pri vrchole E. KedZe tieto dva trojuholniky maji navyse pri vrchole B spolo¢ny
vnutorny uhol, s[ podobné, takze ABE je tiez rovnoramenny, a to s hlavnym vrcholom E. Z toho uz vyplyva
|AE| = |BE]|.

Poznamka:

Kli¢ovy poznatok posledného rieSenia, t. j. zhodnost uhlov ADC a AEC, je zrejme ekvivalentnd s tym, Ze Stvor-
uholnik ADEC je tetivovy. Overenie tejto vlastnosti Stvoruholnika ADEC sme v prvom rieseni podali odliSnym
postupom.

Pokyny:
V netplnych rieSeniach oceiite ¢iastocné kroky nasledovne.

Cestou prvého rieSenia:

AO Pozorovanie, Ze dokazovana rovnost vyplyva zo zhodnosti uhlov ABE a EAB: 0 bodov.

A1l Odvodenie, Ze dokazovana rovnost vyplyva zo zhodnosti uhlov EAD a ECD alebo z tetivovosti Stvoruhol-
nika ADEC: 2 body.

A2 Dokaz niektorej z rovnosti |<CAD| + |<DEC| = 180° alebo |[«CAD| = |¥BED] alebo |XECA| + |XADE| =
180° alebo |XEAC| = |XEDC]|: 0 az 3 body podla tplnosti.

A3 Uplny dokaz tetivovosti $tvoruholnika ADEC: 4 body.
Cestou druhého riesenia:

B1 Pozorovanie, Ze dokazovana rovnost vyplyva zo zhodnosti trojuholnikov AEC a BED: 2 body.
B2 Dokaz zhodnosti uhlov ECA a EDB: 0 az 3 body podla tplnosti.
B3 Uplny dokaz zhodnosti trojuholnikov AEC a BED: 4 body.

Cestou tretieho rieSenia:

C1 Dokaz podobnosti trojuholnikov ABC a EAC: 3 body.



C2 Dokaz zhodnosti uhlov ADC a AEC: 4 body.
C3 Dokoncenie dokazu: 0 aZ 2 body podla dplnosti.

Celkovo potom dajte maximum z tychto hodnot:
e sucet bodovz Al a maxima z bodovz A2 azA3;
e sucet bodovz B1 a maxima z bodovz B2 az B3;

e sucet maxima z bodov z C1 az C2 a poctu bodov z C3;
e sucet bodovz Al aC2.

Kol'ko 33-cifernych cisel delitelnych 3 neobsahuje vo svojom zapise cifru 37 Vysledok zapiste v tvare sucinu
mocnin prvocisel.

(Eliska Macakova, Patrik Bak)
RieSenie:
Cifry pre vyhovujuice ¢isla budeme postupne vyberat zlava doprava. Prva z nich nesmie byt rovna 0 ani 3, teda
to moZe byt ktordkolvek cifra z osemprvkovej mnoZiny {1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Kazdu dals$iu cifru potom vyberame
z devatprvkovej mnoziny {0, 1, 2, 4,5, 6,7, 8, 9}.

Predpokladajme teraz, Ze uz sme vybrali vSetky cifry okrem tej poslednej na mieste jednotiek. Pripomerime, Ze
prirodzené ¢islo je delitelné 3 prave vtedy, ked' je delitelny 3 jeho ciferny stcet. Aby teda bolo vysledné ¢islo
delitelné 3, posledna (zatial' nevybrana) cifra uzZ ma jednoznacne urceny zvysok po deleni 3.

Ak preto rozdelime 9 moZnych cifier pre miesto jednotiek do troch skupin podla ich zvySku po deleni 3, z ich
vypisu {0, 6,9}, {1,4, 7} a {2, 5, 8} vidime, Ze na vyber poslednej cifry mame vzdy prave 3 mozZnosti.

Celkovo dochddzame (pouZitim pravidla sucinu) k zaveru, Ze pre hladany pocet s 33-cifernych ¢isel delitelnych
3 neobsahujucich cifru 3 plati

31
s=8-931-3=23-(32) .3 =23.363,

Poznamka:

Vsimnime si, Ze pri naSom postupe nemusime ako poslednu vyberat cifru na mieste jednotiek - akakolvek pozi-
cia okrem tej prvej funguje rovnako dobre. Ak by sme vSak ako poslednu vyberali prvu cifru zlava, nedalo by
sa pravidlo sucinu priamo pouZit' (niekedy by sme mali 2, niekedy 3 moZnosti).

Poznamka:

K spravnemu vysledku je mozné dojst aj na zaklade poznatku, Ze prave tretina z 33-cifernych c¢isel neobsahu-
jucich cifru 3 (iné ¢isla az do konca poznamky neuvazujeme) je delitelna 3. Tento poznatok nemoZno vyhldsit’
za zrejmy a musi byt v rieSeni dokazany, napriklad v tejto forme: Ak rozdelime vSetky 33-ciferné Cisla do troch
skupin podla ich zvysku po deleni 3, budii pocty Cisel vo vSetkych troch skupindch rovnaké.. Naozaj, kazdé 33-ciferné
Cislo dostaneme z 32-ciferného ¢isla pripisanim jednej cifry sprava. Z rozdelenia vSetkych moznych takto pri-
pisovanych cifier do trojic {0, 6,9}, {1, 4,7} a {2, 5, 8} potom vyplyva, Ze lubovolné 32-ciferné ¢islo uvedenym
sposobom prispeje 3 ¢islami do kazdej z troch skupin 33-cifernych ¢isel, ktoré po deleni davaji rovnaky zvysok.
Preto tieto tri skupiny naozaj majt rovnaky pocet prvkov (rovny teda trojndsobku poctu vsetkych 32-cifernych
¢isel, ktorych je 8 - 931).

Pokyny:

V netplnych rieSeniach ocente ¢iasto¢né kroky nasledovne.

Cestou vzorového rieSenia:

Al Stratégia pocitania moznosti (nezavislych) vyberov jednotlivych cifier 33-ciferného cisla s vysledkami 1-
-krat 8 a 32-krat 9: 1 bod.

A2 Zddévodnenie, Ze kvoli poZadovanej delitelnosti 3 méZeme prvych 32 cifier vybrat akokolvek a pre poslednu
cifru na mieste jednotiek potom mame vzdy 3 mozZnosti: 3 body.

A3 Pouzitie pravidla sti¢inu (nie je ho nutné spominat) pre zaver z A2: 1 bod.
Postupom z druhej pozndmky:
B1 Uréenie poctu 8 - 932 vietkych 33-cifernych ¢&isel bez cifry 3: 2 body.

B2 Dokaz tvrdenia, Ze prave tretina z 33-cifernych Cisel bez cifry 3 je delitelna 3: 0 az 3 body podla tiplnosti.



Iné:

C1 Akékolvek urcenie hladaného poctu, ktory vsak nie je upraveny na pozadovany tvar: 1 az 5 bodov podla
uplnosti zdovodnenia, ktoré musi byt v stilade s predchadzajticimi pokynmi, pritom 1 bod dajte za spravny
pocet bez akéhokolvek zdovodnenia, napriklad pri konsStatovani, Ze ¢isel so zvySkom 0 je zrejme prave
tol'’ko ako ¢isel so zvyskom 1 aj ¢isel so zvyskom 2.

Zaverom:
D1 Uprava tplne odvodeného poétu v nehotovej forme na poZadovany sii¢in mocnin prvocisel: 1 bod.

Celkovo potom dajte sticet po¢tu bodov z D1 a maxima zo suc¢tu bodov z Al, z A2 a z A3, zo suctu bodov z B1
a B2 azpoctubodovzCl.

Ak riesitel predpokladd, Ze 33-ciferny zapis 33-ciferného Cisla moZe zacinat nulou, dajte mu najviac 2 body.




