MATEMATICKA OLYMPIADA 2021/2022

RieSenia uloh 2. diia celostatneho kola kategorie A

4 V konvexnom $tvoruholniku ABCD plati |AB| = |BC| = |CD|. Ozna¢me P priesecnik jeho uhlopriecok a 0, Q
stredy kruznic opisanych postupne trojuholnikom APB a DPC. Dokazte, ze Stvoruholnik OBCQ je rovnobeznik.
(Patrik Bak)
RieSenie:
V prvej casti rieSenia dokdZeme, Ze ﬁseéky BO a CQ lezia v polrovine BCP a su rovnobezZné, v druhej casti
ukazeme, Ze tieto Gsecky majui rovnaku dlzku. Dokopy to uz bude znamenat, Ze OBCQ je rovnobezZnik.

Rovnoramenné trojuholniky ABC, BCD maju pri svojich zakladniach AC, resp. BD ostré vnatorné uhly, ktorych
vel'kost oznacime «, resp. 8. Tieto uhly si na obrazku vyznacené jednym oblucikom. Ako hned’ zd6évodnime,
dvoma oblucikmi zodpovedajtcej farby su vyznacené uhly vel'kosti 90° — a, resp. 90° — 3.

KedZe trojuholnik AB P ma pri vrchole A ostry uhol a, lezi stred O jemu opisanej kruznice v polrovine BPA a kon-
vexny stredovy uhol POB ma vel'kost 2a. Preto v rovnoramennom trojuholniku BPO maju uhly pri vrcholoch B,
P avizovanu velkost 90° — a. Analogicky sa dokaZe, Ze stred Q leZ{ v polrovine CPD a v rovnoramennom troj-
uholniku € PQ maju uhly pri vrcholoch C, P vel'kost 90° — .

KedZe ostré uhly OBP a CBP lezia na odlisnych stranach od spolo¢ného ramena BP, je uhol OBC s vnttornym
bodom P konvexny, leZi tak v polrovine BCP a ma navySe vel'kost

|€OBC| = [«0OBP| + [«CBP| = (90° — @) + B.
Analogicky v polrovine BCP leZi tieZ uhol QCB a ma velkost (90° — f8) + a. Dokopy vychadza
[«0OBC| + [«QCB| = 180°,
a s prvou castou rieSenia sme tak hotovi.

Rovnost' |0B| = |QC| dokazeme pouZitim rozsirenej sinusovej vety pre trojuholniky ABP a CDP. Tie sa totiz
zhoduju vo vel'kosti uhlov pri spolo¢nom vrchole P aj v dlzke protilahlych stran AB a CD, takZe plati

|AB|  |CD|
sin |[€APB| ~ sin|xCPD|

2-|0B| = =2-1QC|.

5 Najdite vSetky celé Cisla n, pre ktoré je Cislo
2" +n?
druhou mocninou nejakého celého c¢isla.
(Tomas Jurik)
RieSenie 1:
o Akn je zaporné, tak 2™ + n? nie je celé &islo, tob6Z nie druha mocnina celého &isla.
e Akn =0,tak2" +n%? =1+ 0 =1 = 12, ¢o vyhovuje.

e Akn € {1,2,3,4,5}, tak 2™ + n? e {3,8,17,32,57}, ziaden z tychto Cisel vSak nie je druha mocnina celého
¢isla.



o Akn = 6,tak 2" + n? = 64 + 36 = 100 = 102, ¢o vyhovuje.

¢ Nechn = 7. DokdZeme sporom, Ze takéto n nevyhovuje.
Nech teda 2™ +n? = m?, pricom m je celé ¢islo, o ktorom mdzeme predpokladat, Ze je kladné, a teda podla
tejto rovnosti vacsie ako n. Podla parity n rozliSime dva pripady.

a) Nechn je neparne.
Vtedy aj ¢islo m z rovnosti 2" + n? = m? je neparne. Upravme tiito rovnost’ na tvar

2" =m? —n? = (m+n)(m —n).
Vidime, Ze obe kladné ¢islam +n am —n st mocninami 2, pricomm+n > m—n,takzem—n | m+n.

Teda m — n deli aj ¢islo (m + n) — (m — n) CiZe 2n, priCom vSak n je neparny cinitel, takZe 4 t m — n.
Cislo m — n je v8ak parne, (lebo &isla m, n s neparne), pretom —n = 2,t.j.m = n + 2. Z toho

2"+n?=(m+2)2=n’>+4n+4,
a teda
2" =4n + 4.
My vsak matematickou indukciou ukazeme, Ze pre kazdé celé n, kde n > 5, plati 2™ > 4n + 4, ¢o bude
spor:
1 Akn =5,tak 2™ =32 > 24 = 4n + 4.
2 Ak pre nejaké n, kde n = 5, plati 2" > 4n + 4, tak

21 =2.2" > 2(4n+4)=8n+8>4n+8=4(n+1)+4

b) Nech n je parne.
Vtedy aj ¢islo m z rovnosti 2™ + n?2 = m? je parne. Nech n = 2k, pri¢om k je celé &islo, ktoré vdaka
predpokladu n > 7 spiiia nerovnost k > 4. DokdZeme dalej, Ze platia nerovnosti (2)? < m? <
(2% + 2)2, z ¢oho vyplynie 2% < m? < 2¥ + 2, atedam? = 2% + 1, ¢o bude spor s parnostou m.
Nerovnosti, ktoré sme slubili dokazat, maju tvar

22k < 22k 4 (2k)% < 22K + 42K + 4,
'ava nerovnost je vdaka (2k)? > 0 trividlna, prava nerovnost je ekvivalentna nerovnosti
2k +1> k2
Ta dokazeme pre kazdé celé k, kde > 4, matematickou indukciou:
1 Akk =4,tak2¥ +1=17 > 16 = k2.
2 Ak pre nejaké k, kde k > 4, plati 2¥ + 1 > k?, tak
21 41 =2+ 1) —-1>2k?>-1=k*+k?>—-1=
=k+1)?2—-2k—-1+k>—-1=(k+1)?+k(k—2)—2> (k+1)=2
Zhrnutim dostavame, Ze zadaniu vyhovuju prave ¢isla 0 a 6.
RieSenie 2:
Ak n je zaporné, tak 2™ + n? nie je celé &islo, tobdz nie druhd mocnina celého ¢isla.
Akn =0,tak 2" + n? =1+ 0 = 1 = 12, ¢o vyhovuje.
Predpokladajme teda dalej n > 0. Nech teda 2™ + n? = m?, pri¢om m je celé ¢&islo, o ktorom mdZeme predpo-

kladat, Ze je kladné, a teda podla tejto rovnosti vacsie ako n.

2

Upravme rovnicu 2" + n? = m? na sucinovy tvar

2" = (m —n)(m + n).

Druhy, a teda prvy Cinitel na pravej strane je kladny, oba preto musia byt mocniny dvoch. plati tedam — n = 2¢
am+n = 2b, pricom a, b su celé Cisla také, ze 0 < a < b. Odc¢itanim tychto dvoch vztahov dostavame 2n =
2b — 29,7 toho je 2% je parne, a teda a > 0. Vdaka vztahu 2" = 2% - 2P potom plati a + b = n, takze

2(a+b) =2n=2"—a?

UkaZeme, Ze v pripade b > 6 tato rovnost nemoZe nastat. KedZe znerovnosti a < b zrejme vyplyva2(a+b) < 4b
a na druhej strane zaroveni 22 — 2¢ > 2P — 2b=1 = 2b=1 gta¢f ndm ukazat, ze 4b < 2P~1. PouZijeme na to
matematicki indukciu:



1
2

Ak b = 6,tak 4b = 24 < 32 = 2b-1,
Ak pre nejaké b, kde b > 6, plati 4b < 2071, tak

4b+1)=4b+4<4b+4b=2-4b=2-20"1 =20,

Zvysnych 10 pripadov, ked plati 1 < a < b < 5, vyskuSame priamo:

Aka=1ab=2tak2(a+b)=6=2=20—-2%
Aka=1ab=3,tak2(a+b) =8+ 6 =20 —29
Aka=1ab=4,tak2(a+b) =10 # 14 = 20 — 24,
Aka=1ab=5,tak2(a+b) =12 # 30 = 2> — 22,
Aka=2ab=3,tak2(a+b) =10 # 4 =20 — 29,
Aka=2ab=4,tak2(a+b)=12=2" -2

V tomto pripade n = a + b = 6, Co, ako lahko vidiet, vyhovuje zadaniu.
Aka=2ab=5tak2(a+b) = 14 # 28 = 20 — 29,
Aka=3ab=4,tak2(a+b) =14 # 8 = 20 — 29,
Aka=3ab=5tak2(a+b) =16 # 24 = 20 — 24,
Aka=4ab=>5tak2(a+b) =18 # 16 = 20 — 29,

Zhrnutim dostavame, Ze zadaniu vyhovuju prave ¢isla 0 a 6.

6 Pri pokuse o kolonizaciu Marsu zaplavilo 'udstvo slne¢nt stistavu 50 satelitmi, ktoré medzi sebou vytvorili 225
komunikaénych linii (kazda linia existuje medzi jednou dvojicou satelitov a Ziadne dva satelity medzi sebou ne-
maju viac ako jednu liniu). Hovorime, Ze trojica satelitov je prepojend, ak asporii jeden z nich ma vytvorené komu-
nikacné linie s oboma ostatnymi satelitmi. Urcte najmensi a najvacsi mozny pocet prepojenych trojic satelitov.

(Jan Mazak, Josef Tkadlec)

RieSenie:

Nech S oznacuje mnozinu doty¢nych satelitov, n ich pocet (¢ize n = 50) m pocet komunikac¢nych linii (Cize m =
225).

O prepojenej trojici satelitov T a jej satelite s povieme, Ze s je centrdlny satelit trojice T, ak je prepojeny
s oboma ostatnymi satelitmi tejto trojice. VSimnime si, Ze kazda prepojena trojica ma bud’ jeden, alebo tri
centralne satelity.
Definujme eSte stuperi dg satelitu s ako poc¢et komunikaénych linii, ktoré ma. Potom s je centralnym sate-
litom v prave (dzs) Cize %ds(ds — 1) prepojenych trojiciach. KedZe kazda prepojena trojica ma nanajvys 3
centralne satelity, pre celkovy pocet P prepojenych trojic plati
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pric¢om posledna nerovnost vyplyva znerovnosti medzi kvadratickym a aritmetickym priemerom pre n-ticu
Cisel (dg : s € S), ktord je sama dosledkom Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti

2
Z(l-ds) < 212 - ng

SES SES SES

Sucet ), s ds, ktory sa v ziskanom odhade objavil, je v§ak rovny dvojnasobku poc¢tu m vsetkych komu-
nika¢nych linii, lebo je v ilom kazda linia zapocitana prave dvakrat (raz za kazdy jej koniec). Dvojakym
dosadenim 2m ¢ize 450 za Y ¢ ds spolu so vztahom n = 50 uz z odvodenej nerovnosti dostavame sltibeny
odhad

P> 1 (i - 450% — 450) = 600.

~ 6\50

Z nasho postupu navyse vyplyva, Ze rovnost P = 600 nastane prave vtedy, ked vSetkych P prepojenych
trojic ma po troch centralnych satelitoch a zaroven vSetkych 50 satelitov ma ten isty stupen, rovny teda,
ako vieme, 2m/n ¢ize 9.
To moZno dosiahnut, ak budu satelity prepojené ako na obrazku (vSetkych 50 satelitov je rozdelenych do
5 komunikac¢ne izolovanych skupin po 10 navzajom prepojenych satelitoch, majucich teda naozaj ten isty
stupen 9).



» Trojica satelitov je prepojena prave vtedy, ked obsahuje dve alebo tri komunikacné linie. Vyplati sa pre-
to pre kazdu moznu hodnotu i z {0, 1, 2, 3} oznacit t; pocCet tych trojic satelitov, medzi ktorymi je prave i
komunikac¢nych linii. Tvrdime, Ze plati

3

Zi-tizm-(n—Z).

i=0

Obe strany tejto rovnosti totiz vyjadruju celkovy pocet usporiadanych dvojic (T, 1), pricom T je trojica sa-
telitov a [ je komunikac¢na linia medzi dvoma satelitmi tejto trojice, lebo na lavej strane zapocitavame pre
jednotlivé T, v kol'kych dvojiciach (T, 1) dané T vystupuje, zatial' co pravou stranou vyjadrujeme fakt, Ze
kazdé [ sa vyskytuje v n — 2 dvojiciach tvaru (T, ).
Z dokazanej rovnosti prepisanej na tvar t; + 2t, + 3t; = m(n — 2) vyplyva odhad

mn—-2)—t;—t3 mn-—2)

t ty = < = 5400,
2 T t3 > < >

pritom Zelana rovnost t, + t; = 5400 nastane prave vtedy, ked bude platit t; = t; = 0. To mozno dosiah-
nut, ak budu satelity prepojené ako na obrazku (pricom naozaj mame 5 + 45 ¢ize 50 satelitova 5 - 45 Cize
225 komunikacnych linif).

5 satelitov:

45 satelitov:

Zhruntim dostavame, Ze najmensi moZny pocet prepojenych satelitov je 600 a najvacsi 5400.

Poznamka:

Priklady potrebné v oboch castiach rieSenia st jediné mozné.

Poznamka:

Odhad poctu P vSetkych prepojenych trojic v druhej ¢asti rieSenia mozno ziskat tiez pouzitim Jensenovej nerovnos-
ti pre konvexnu funkciu f takq, Ze f(x) = %x(x —1):

1 d\ n 1 d n %Zsesds _n (2m/n
P2§Z<z)-§'az<z>2§‘< 2 )-5'( 2 )
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