MATEMATICKA OLYMPIADA 2021/2022

RieSenia uloh 1. dna celostatneho kola kategorie A

1 Na papieri je v rade vedla seba napisanych 71 nenulovych redlnych c¢isel. Plati, Ze kazdé ¢islo okrem prvého
a posledného je o 1 mensie ako sucin jeho dvoch susedov. DokaZte, Ze prvé a posledné ¢islo sa rovnaju.

(Josef Tkadlec)
RieSenie 1:
DokaZeme, Ze postupnost 71 ¢isel na tabuli je periodicka s periédou 5. KedZe 71 — 1 ¢iZe 70 je nasobok 5, bude
tym uloha vyrieSena.
Oznaéme lubovolnych Sest po sebe napisanych ¢isel postupne a, b, c, d, e, f. Chceme teda dokazat, Ze f = a.

Zo zadania mame b = ac — 1, ¢o mozno vdaka podmienke a # 0 prepisat na
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pri¢om kratenie ¢islami b + 1 a a + b + 1 bolo korektné, pretoZe ide o Citatele zlomkov, ktorymi sme predtym
vyjadrili nenulové ¢isla c a d.

RieSenie 2:
Inym sposobom dokazeme, Ze pre kazdych Sest po sebe napisanych ¢isel a, b, ¢, d, e, f plati a = f. Odvodime

totiz rovnost abcde = bcdef, z ktorej pozadovany zaver vyplynie po vydeleni oboch stran nenulovym stcinom
bcde.

Vdaka zadanej podmienke (aplikovanej niZsie na podc¢iarknuté sticiny) mozZeme pisat
abcde = (ac)(bd)e=(b+1)(c+De=((b+1)(ce+e)=0b+1)(d+e+1) =

=bd+be+b+d+e+1=be+b+c+d+e+?2.

Analogicky
becdef = fedch = (f_d)(z)b =(e+1)(d+1)b=(e+ 1)(ﬁ+ by=(e+D(c+b+1)=

=ec+eb+e+c+b+1=be+b+c+d+e+2.

Vidime, Ze rovnost abcde = bcdef naozaj plati.
Poznamka:

Vypocet druhého sucinu fedcb nebol nevyhnutny. Stacilo konsStatovat, ze podmienka zo zadania Glohy nezavisi
od toho, v akom z oboch moZnych smerov napisany rad ¢isel precitame, a Ze vysledok pre prvy sucin abcde zavisi
iba od Stvorice (b, c,d, e) a je rovnaky ako pre Stvoricu (e, d, ¢, b).

Poznamka:

Tvrdenie ulohy neplati, ak pripustime, Ze niektoré z napisanych ¢isel sa mézu rovnat nule. Prikladom je trebars

(1,0,—1,0,—1,...,0,—1).
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2 Hovorime, Ze kladné celé ¢islo d je spravodlivé, ak pocet 2021-cifernych palindrémov, ktoré si nasobkami d, je
rovnaky ako pocet 2022-cifernych palindrémov, ktoré si nasobkami d. Obsahuje mnozina {1, 2, ..., 35} viac tych
Cisel, ktoré su spravodlivé, alebo tych, ktoré spravodlivé nie su?

(Palindrémom nazyvame prirodzené ¢islo, ktorého dekadicky zapis sa Cita zlava doprava rovnako ako sprava
dolava.)

(David Hruska, Josef Tkadlec)
RieSenie:
Pre lubovolné prirodzené ¢islo n oznaéme 1 jeho zapis v opa¢nom poradi. Ten ma zrejme rovnaky pocet cifier
ako n.
Kazdy 2021-ciferny palindrém ma potom tvar nch, a kazdy 2022-ciferny ncch, kde n je 1010-ciferné ¢islo a ¢ je
cifra. Nech 4,, a B,, st mnoziny tych 2021-cifernych, resp. 2022-cifernych palindrémov, ktorych prvé 1010-¢islie
je n (a teda posledné 1010-¢islie je 7). VSimnime si, Ze A,, aj B,, obsahuji po 10 prvkoch.
Ukéazeme spravodlivost kazdého ¢isla d, kde d = 2% - 3% - 5¢, pricom a, ¢ € {0, ..., 1010} a b € {0, 1,2}, a to tak,
Ze dokdzeme, Ze pocet ndsobkov takého d je pre kazdé pripustné n v oboch mnoZinach 4,, a B,, rovnaky:.

Rozoberme pripady:

e Nechd = 1.
Potom vyhovuje vSetkych 10 palindrémov z 4,, i vSetkych 10 palindrémov z B,

e Nech d = 2%5¢, pricom max(a, c) € {1, ...,1010}.
Delitelnost ¢isel ncn a necn takym Cislom d je uréena poslednymi max(a, ¢) ciframi &isla o, takze tvrdenie
plati - bud’ st nasobkom d vSetky ¢isla v A, aj v By, alebo nim nie je Ziadne ¢islo v 4,, ani v B,,.

e Nechd =32 =09.
Cisla nci a ncch davaju po deleni 9 rovnaky zvy$ok ako &isla 2n + ¢, resp. 2n + 2c. Zvysky &isel tvaru ¢ po
deleni9su 0,1, 2,3,4,5,6, 7,8, 0, zvysky Cisel tvaru 2c po deleni9su 0, 2,4, 6,8, 1, 3,5, 7, 0, Ak je teda
n nadsobkom 9, obsahuju obe mnoziny A, B,, po dvoch nasobkoch 9 ¢iZe d, v opa¢nom pripade po jednom
nasobku 9 ¢ize d.

e Nechd = 3! = 3.
Cisla nci a ncch davaju po deleni 3 rovnaky zvysok ako &isla 2n + ¢, resp. 2n + 2c. Zvysky ¢isel tvaru ¢ po
deleni3s10,1,2,0,1,2,0,1, 2,0, zvysky cisel tvaru 2c podeleni 3s10,2,1,0,2,1,0, 2,1, 0. Ak je teda
n nasobkom 3, obsahuji obe mnoziny A, B, po Styroch nasobkoch 3 ¢ize d, v opacnom pripade po troch
nasobkoch 3 ¢ize d.

e Nechd = 2% 3% . 5¢, pricom max(a,c) € {1,...,1010}a b € {1,2}.
Uvazujme najskor ¢islo e = 295¢. Z dokazu druhého pripadu vyplyva, Ze bud’ su vsetky ¢isla v 4, aj B,
nasobky e, alebo Ziadne z nich také nie je.
AK nastava prva moznost, z vysledku tretieho, resp. stvrtého pripadu vyplyva, Ze obe mnoziny A,, aj B,
obsahujii rovnaky pocet nasobkov 32, a teda aj nasobkov ¢&isla 37 - e ¢ize d.
Ak nastava druha moZnost, Ziadna z mnoZin 4,,, B,, neobsahuje nasobok e, a teda ani Ziadny nasobok d.

Spomedzi prvkov mnoziny {1, 2, ..., 35} ma tvar 2¢ - 3% - 5¢, pricom a, ¢ € {0, ..., 1010} a b € {0, 1, 2}, prave tychto
18 ¢isel: 1, 2, 3,4, 5, 6, 8,9, 10, 12, 15, 16, 18, 20, 24, 25, 30, 32. VacSina prvkov mnoziny zo zadania je teda
spravodlivych.

Poznamka:

Da sa ukazat, Ze ziadne zo zvys$nych 17 ¢isel z mnoziny {1, 2 ..., 35} uz nie je spravodlivé.

3 V ostrouhlom réznostrannom trojuholniku ABC ozna¢me M stred strany BC a N stred obluka BAC kruznice
jemu opisanej. Dalej ozna¢me [ kruznicu s priemerom BC a D, E priese¢niky [ s osou uhla BAC. Body F, G leZia
na kruznici [ tak, ze stvoruholnik DEF G je pravouholnik. Dokazte, Ze body F, G, M, N lezia na jednej kruZnici.

(Patrik Bak)
Riesenie:
Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze plati |[AB| < |AC| a Ze bod D leZi na usecke AE (ako mame na
oboch obrazkoch). V inych pripadoch staci vymenit oznacenie bodov B < C,resp.D < E.

Oznacme este k kruznicu opisant trojuholniku ABC a S jej priesecnik s osou uhla BAC rozny od A. Tento (tzv.
Svrékov) bod S je vnasom pripade stredom krat$ieho z obliikov kruznice k medzi bodmi B a C, lebo podla zadania
je uhol BAC ostry. Z definicie bodu N potom vyplyva, Ze tisecka SN je priemerom kruznice k leziacim na osi jej
tetivy BC. Stred M tejto tetivy preto lezi na Gsecke SN tak, Ze plati |[MS| < |MN|. Stcasne uhol BSC je tupy, ¢o
vzhladom na pravé uhly BDC a BEC znamenj, Ze bod S leZi vnutri Gse¢ky DE. KedZe DEFG je pravouholnik, su
usecky DF, EG (rovnako ako BC) priemery zadanej kruznice [, takze jej stred M je aj stredom useciek DF a EG.



Po tychto tivodnych pozorovaniach uvedieme niekol'’ko spdsobov, ako riesenie dokoncit. Budeme v nich bez od-
kazov vyuzivat’ zname vlastnosti mocnosti bodu ku kruznici a obvodovych uhlov.

RieSenie 1:

Vyjdeme z toho, Ze bod M je spolo¢nym vnitornym bodom tetiv SN, BC kruznice k, ako aj tetiv BC, DF, EG
kruzZnice [. Platf tak retazec rovnosti

[MS| - |MN| = |MB| - |[MC| = |MD| - |MF| = |ME| - |[MG]|.

Z toho vyplyvajica rovnost prvého stucinu poslednym dvom sti¢inom znamend prave to, Ze oba Stvoruholniky
SDNF a SENG (s priesecnikmi uhlopriecok v bode M) st tetivové. Vdaka tomu plati (ako je farebne vyznacené
na obrazku)

|[*NFM| = |&NFD| = |&NSD|

|<NGM| = |XNGE| = |XNSE].

KedZe viak |<NSD| + |&NSE| = 180°, mame aj |¥NFM| + |*NGM| = 180°. Styri body z poslednej rovnosti
tak naozaj lezia na jednej kruznici (ako mame dokéazat), ak lezia vrcholy F, G uhlov NFM, resp. NGM v opac¢nych
polrovinach s hrani¢nou priamkou MN. Tato priamka vSak pretina isecku DE (v bode S), a teda aj dsec¢ku FG
(simerne s lou zdruZent podla stredu M), ¢o sme chceli dokazat.

RieSenie 2:

Uvazime obraz T bodu S v simernosti podla stredu M, v ktorej sa tiez D zobrazi do F a E do G. KedZe podla
uvodnej ¢astibod S leZi vnitri dsecky DE aplati [MS| < |[MN|,leZibod T vnutri tseéiek FG a MN (pozri obrazok).
Sta¢i nam dokazat rovnost |TF| - |TG| = |TM| - |TN]|.




Najskor zo simernosti podla stredu M a z definicie mocnosti bodu S vzhladom ku kruznici I mame
ITF|-ITG| = ISD| - ISE| = |BM|” — |SM|”.
Dalej pouZitim rovnosti [TM| = |SM| a Euklidovej vety pre vysku BM pravouhlého trojuholnika SNB dostavame
2 2 2
ITM| - ITN| = |TM| - (IMN| = |TM|) = [SM| - (IMN| — |SM]) = |SM| - [MN| — |SM|" = |BM|" — |SM|".
Tym je avizovana rovnost dokazana.
RieSenie 3:
Opéat uvazime bod T z druhého postupu (pozri obrazok) a tentoraz vyuzijeme kruznicovu inverziu podla zadanej
kruznice [. KedZe pri tomto zobrazeni si body F, G z kruznice [ samodruzné a stred M kruZnice [ nelezi na priam-

ke FG, bude, ako je zname, obrazom tejto priamky kruznica prechadzajtiica bodmi F, G, M. Na nej vSak tiez bude
lezat obraz bodu T, lebo T € FG. Staci teda ukazat, Ze zmienenym obrazom bodu T je prave bod N.

Euklidova veta pre vysku BM pravouhlého trojuholnika SN B dava rovnost
IBM|* = |[MS| - [MN| = |MT| - |[MN]|.

KedZe M je stred a |BM| polomer kruZnice [, podla ktorej invertujeme, a kedZe bod N leZi na polpriamke MT, je
podla rovnosti IBMI2 = |MT| - |[MN| bod N naozaj obrazom bodu T, ¢o sme chceli ukazat.




