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A-1-1 Najmenejkrat rozsviet

Zacat mdzeme tym, ze si zistime, kam vsade sa vieme dostat bez toho, aby sme kdekolvek rozsvietili. Ak sa
vieme dostat az do ciela cesty, rovno tak spravime a nie je ¢o dalej riesit.

Ak sa do ciela nevieme dostat, niekde musime rozsvietit. Nech r je najvicsie ¢islo riadku, do ktorého sa d&
dostat. Tvrdime, Ze ni¢ nepokazime, ked rozsvietime prave riadok r.

Preco je to tak? Rozsvietit v Tubovolnom skorsom riadku nam moze umoznit dostat sa do niektorych novych
miestnost{ v riadku r, zatial ¢o rozsvietenie v riadku r nam umozni dostat sa do uplne vsetkjch miestnosti v
tomto riadku, vrdtane tych, v ktorgch sa teraz nesvieti. A teda ak sme sa v prvej moznosti vedeli dostat niekam
v riadkoch s ¢islom > r, vieme sa tam dostat aj v druhej moznosti.

Navyse v okamihu, ked rozsvietime riadok r, je jasné, ze sa nikdy nebudeme musiet vratit do skorsich riadkov —
a tym skor nebudeme potrebovat v ziadnom z nich rozsvietit. MéZeme teda néasledne predstierat, Ze tieto riadky
neexistuju. Tym ale dostaneme v podstate ti isti situdciu ako na zaciatku, a teda na jej rieSenie mdzeme znova
zopakovat tu istu tvahu.

Ulohu teda vieme vyriesit tak, 7e zistime, kam viade sa vie Matt§ dostat, rozsvietime posledny dosiahnutelny
riadok, zistime, ktoré nové miestnosti st teraz dosiahnutelné, zase rozsvietime posledny dosiahnutelny riadok,
a tak dalej, az kym bud nepride Matus do ciela alebo nezistime, Ze riesenie neexistuje.

Na zistovanie, kam sa Matus vie dostat, pouzijeme prehladavanie grafu — napr. prehladdvanie do sirky alebo do
hibky. (Nestadi len ist riadok po riadku, kedZe Matisovi sa obcéas oplati aj vratit do riadku s mensim ¢islom.
Pozrite si priklad vstupu zndzorneny na nasledujicom obrazku.)

S....
0.000
000.0

.C

Priklad vstupu, v ktorom sa Mattsovi oplati vratit.
(S je start, C je ciel, O st ostatné rozsvietené miestnosti.)

Pri dobrej implementécii bude mat toto riesenie ¢asovii zlozitost O(n?), ¢o stadf na vyrieSenie vietkych vstupov.
Na dosiahnutie tejto casovej zlozitosti si treba uvedomit, ze tym, Ze niekde rozsvietime, nemdzeme sposobit,
ze nejaké miestnosti prestand byt dosiahnutelné zo startu. Netreba teda po kazdom rozsvieteni spustat prehla-
ddvanie tplne od zaciatku, staci len pokracovat zo stavu, v ktorom sme pred nim prestali. (Alebo explicitne
spustat prehladdvanie vzdy len na riadky od prave rozsvieteného dalej.)

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int DR[] = {-1,1,0,0}, DC[] = {0,0,-1,1};

int N, M;
vector< vector<bool> > rozsvietene, dosiahnutelne;
queue< pair<int,int> > spracovat;

int prehladaj() {
// pomocou prehladavania najde vsetky nove dosiahnutelne miestnosti
// vrati cislo najvacsieho dosiahnutelneho riadku

int odpoved = -1;
while (!spracovat.empty()) {
int cr, cc;
tie(cr,cc) = spracovat.front();

spracovat.pop () ;
odpoved = max( odpoved, cr );
for (int d=0; d<4; ++d) {
int nr = cr+DR[d], nc = cc+DC[d];

if (!(0 <= nr && nr < N && 0 <= nc && nc < N)) continue;
if (!rozsvietene[nr] [nc]) continue;

if (dosiahnutelne[nr] [nc]) continue;
dosiahnutelne[nr] [nc] = true;

spracovat.push( {nr,nc} );
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}

return odpoved;

int main() {
cin >> N >> M;
rozsvietene.resize (N, vector<bool> (N, false));
dosiahnutelne.resize (N, vector<bool> (N, false));
for (int m=0; m<M; ++m) {

int r, s;
cin >> r >> s;
rozsvietene[r-1][s-1] = true;
}
dosiahnutelne[0] [0] = true;

spracovat.push( {0,0} );

int posledny_rozsvieteny = -1;
int pocet_rozsvieteni = 0;

while (true) {
// zisti, kam vsade sa teraz vie Matus dostat
int rozsviet = prehladaj();
// ak vie prist do ciela, vrat odpoved
if (dosiahnutelne[N-1][N-1]) {
cout << pocet_rozsvieteni << endl;
return 0;
}

// ak sa nevieme dostat nikam dalej, vrat odpoved

if (rozsviet == posledny_rozsvieteny) {
cout << -1 << endl;
return 0;

}
// rozsviet posledny dosiahnutelny riadok
++pocet_rozsvieteni;
posledny_rozsvieteny = rozsviet;
for (int c=0; c<N; ++c) {
if (!rozsvietene[rozsviet] [c]) {
rozsvietene[rozsviet] [c] = true;

if (!dosiahnutelne[rozsviet] [c]) {
dosiahnutelne[rozsviet] [c] = true;
spracovat.push( {rozsviet,c} );

}

Pozndmka na zaver: Na zisk plného poctu bodov stacilo vyssSie popisané riesenie, pripadne iné v podobnej
¢asovej zlozitosti. Existuji aj o trochu pomalsie riesenia, napr. s ¢asovou zlozitostou O(n?logn), ktoré tiez
mohli stihntt vyriesit vSetky vstupy v ¢asovom limite.

Ulohu vak vieme riesit aj v ete lepsej ¢asovej zlozitosti. Na to si treba predspracovat vstup, aby sme vedeli, ktoré
rozsvietené miestnosti spolu susedia. Potom pri prehladavani si len o tychto miestnostiach budeme pamétat,
ktoré uz su dosiahnutelné. Pri dobrej implementécii vie mat takéto rieSenie ¢asovi zlozitost O(m + n).

A-1-2  Vizualizacia firmy

Na zaciatok sa mbézeme zamysliet nad tym, ako ziskat ¢iastoc¢né body za hierarchie Specidlneho tvaru.

Ak m4 celd firma hierarchiu ,hviezda® (vSetci s priami podriadeni $éfky Marty), tak zjavne mdme na vyber
uplne vsetkych n! poradi. Totiz nech zamestnancov rozmiestnime lubovolne, nasledne budeme kreslit vzdy to
isté: n—1 useciek vedicich z jedného vrcholu (toho, kam sme dali Martu). Tieto sa zjavne nikde nebudt pretinaf.

Zaujimavejsi je druhy Specidlny pripad, ten ndm uz napovie nieco o tom, ako to bude vyzerat vo vSeobecnosti.
V tomto pripade mdme firmu s hierarchiou ,retaz“: kazdy (az na toho tplne na spodku) méd préve jedného
priameho podriadeného.

Podme zamestnancov umiestnovat do vrcholov zhora dole, teda zac¢inajic Martou. Pre nu mame samozrejme n
moznosti: je jedno, ktory vrchol jej vyberieme. Uz pre nasledujiceho zamestnanca vsak budeme mat moznosti len
dve: musime ho dat hned nalavo alebo hned napravo od Marty. Pre¢o? No lebo keby sme ho dali kamkolvek inam,
isecka medzi nim a Martou rozdeli mnohouholnik na dve nezavislé ¢asti a v kazdej budu este nejaké nepouzité
vrcholy. Pocas umiestnovania ostatnych zamestnancov potom nutne pride chvila, kedy budeme musiet prejst z
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jednej casti do druhej, no a to nevieme spravit — doty¢éna tsecka bude urcite krizovat ti medzi Martou a jej
priamym podriadenym.

No a rovnaka uvaha bude teraz platit aj pre kazdého dalsieho zamestnanca. Vzdy bude platit, ze ti doteraz
umiestneni pokryvaju suvisly kus obvodu mnohouholnika, a nasledne bude vzdy platit, Ze pre toho nasledujiceho
prichadzaji do tvahy len dve moznosti: bud ho ddme hned nalavo alebo hned napravo od doteraz zaplneného
tseku. (Obe tieto moznosti fungujd, tsecka medzi prdve umiestnenym zamestnancom a jeho $éfom zjavne
nepretne ziadnu zo skor nakreslenych.)

Takychto rozhodnuti spravime postupne presne n — 2: pre kazdého dalSieho zamestnanca okrem posledného.
Posledny zamestnanec uz bez rozhodovania ide na posledny volny vrchol. Dokopy teda existuje n2”~2 vhodnych
nakresleni.

Vzorové riesSenie

Opét mozeme zacat tym, ze niekam umiestnime séfku Martu, teda koren stromu. Mame n rovnocennych moz-
nosti, ktory vrchol n-uholnika jej priradit.

Nech k oznacuje pocet jej priamych podriadenych. Kazdému z nich zodpovedd jedno ,,oddelenie* firmy — teda
jeden podstrom v hierarchii firmy. KIticové pozorovanie je, ze kazdému z tychto podstromov musi zodpovedat
suvisly tsek obvodu mnohouholnika. Myslienka je podobné ako vyssie: ak premiesame zamestnancov z réznych
oddeleni, niekde sa nam nieco bude krizovat.

Dokaz sporom: Rozoberieme dva pripady.

Prvy je, ze sa tseky obvodu mnohouholnika zodpovedajice nejakym oddeleniam prekryvaju len Ciastocne. V
takomto pripade vieme najst zamestnancov ay, b1, as, ba, ktori lezia na obvode mnohouholnika v tomto poradi,
pri¢om a; a ag su z jedného oddelenia (so $éfom a) a by a by z iného oddelenia (so $éfom b). Tym, ze nakreslime
celé oddelenie a, urcite prepojime a; a as nejakou lomenou ciarou. No a to isté dostaneme pre by a by ked
nakreslime oddelenie b. No a obe tieto lomené Ciary lezia celé v mnohouholniku a preto sa urcite niekde musia
krizovat — ¢o je spor.

Druhy pripad je, ze celé jedno oddelenie je ,okolo druhého® — niekde na obvode mnohouholnika je oddelenie b,
pricom nalavo aj napravo od neho mame zamestnancov a; a ag, ktori si obaja z toho istého oddelenia a. Opét
dostaneme podobny spor: lomend Ciara spdjajica a; a as totiz niekde musi krizovat tsecku spajajucu séfku celej
firmy so zamestnancom b, ktory $éfuje tomu ,,vnatornému*“ oddeleniu.

Vieme teda, ze ak zacneme pri séfke a pdjdeme postupne v smere hodinovych rucic¢iek okolo mnohouholnika,
postupne stretneme k tUsekov, z ktorych kazdy bude zodpovedat jednému z oddeleni firmy.

Ako teraz spocitat moznosti ich nakreslenia?

Zjavne existuje k! moznosti pre poradie, v ktorom tychto k tisekov lezi. Rozne poradia zjavne vedu k navzdjom
roznym nakresleniam.

Akonéhle si zvolime konkrétne poradie, vieme pre kazdé oddelenie jednoznacne urcit, ktory tsek vrcholov
mnohouholnika mu bude zodpovedat — jeho dizka je uréend poctom zamestnancov v oddeleni. V tejto chvili
teda dostdvame k mensich problémov: pre kazdé oddelenie zvlast si potrebujeme zvolif jednu z moznosti, ako
ho nakreslit na jeho tsek vrcholov.

Tieto mensie problémy si zjavne navzajom nezavislé: to, ako nakreslim jedno oddelenie, nemé ziaden vplyv na
to, ako mézem alebo nemo6zem kreslit ostatné. Obrazky pre jednotlivé oddelenia moézeme teda spolu Tubovolne
kombinovat. Celkovy pocet moznosti teda dostaneme jednoducho tak, ze vynasobime po¢ty moznych nakresleni
pre jednotlivé oddelenia.

Ostava nam teda otdzka, kolkymi spdsobmi vieme nakreslit jedno konkrétne oddelenie firmy na kus obvodu
mnohouholnika (tvoreny presne tolkymi vrcholmi, kolko mé toto oddelenie dokopy zamestnancov).

Toto uz nastastie bude tloha, ktora bude velmi podobna tej, ktorii sme prave vyriesili. Pozrime sa na to
podrobnejsie. Nech a je zamestnanec, ktory je $éfom celého oddelenia, ktoré ideme kreslif, a nech s je jeho
priamy nadriadeny. (Na zaciatku nasej tvahy je s Marta a a jej konkrétny priamy podriadeny.)

Zamestnanca a musime niekam umiestnit. Po tom, ako ho umiestnime, nakreslime tisecku as.

Nech méa zamestnanec a prave £ priamych podriadenych. Opét, kazdému z nich prislicha nejaké pod-oddelenie
firmy (tvorené nim a vSetkymi jeho priamymi aj nepriamymi podriadenymi).
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Podobne ako vysSsie, aj teraz tvrdime, ze kazdému z tychto pod-oddeleni musi prislichat savisly tsek obvodu.
Dokaz je rovnaky ako vyssie, len navyse eSte zmienime, ze ziadne pod-oddelenie nemdze krizovat tsecku sa, a
teda musi lezat bud celé nalavo alebo celé napravo od nej.

Ked teraz teda chceme nakreslit celé oddelenie, ktorého vedicim je a, tak chceme na prislusny tsek obvodu
umiestnit £ 4+ 1 objektov: ¢ obréazkov jednotlivych pod-oddeleni a niekde medzi nimi eSte aj samotného zamest-
nanca a.

No a uz sme vyhrali, lebo spocitat tieto moznosti vieme zopakovanim takmer presne tej istej ivahy, ktori sme
uz raz spravili. Zatneme tym, Ze si zvolime jedno konkrétne spomedzi (¢ + 1)! moznych poradi, v ktorom tieto
objekty lezia. No a potom pre kazdé pod-oddelenie zvlast zistime pocet sposobov, ako ho nakreslit na suvisly
tsek obvodu, a tieto pocty medzi sebou vynasobime.

Casova zlozitost tohto riesenia je O(n), ¢ize linedrna od poétu zamestnancov. Totiz pocas pocitania celkového
poctu nakresleni prave raz spracujeme kazdého zamestnanca x — vtedy, ked si kladieme otazku, kolkymi spdsobmi
vieme na obvod nakreslit pod-oddelenie, ktorému = séfuje. Spracovat konkrétneho zamestnanca vieme v case
priamo tmernom tomu, kolko mé priamych podriadenych (nerdtajic ¢as straveny rekurzivnymi volaniami). No
a kedze dokopy existuje len n — 1 dvojic [priamy nadriadeny, jeho/jej priamy podriadeny], spracovanie celej
firmy ndm dokopy zaberie len linedrne vela casu.

Hodnoty funkcie faktorial si mézeme ale nemusime predratat. Vo vrchole, v ktorom potrebujeme poznat hodnotu
x!, aj tak spravime O(x) inych krokov vypoétu, a teda si mozeme dovolit prislusnt hodnotu faktoridlu priamo
vypocitat.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const long long MOD = 1000000007;

int N;

vector<int> parent;

vector< vector<int> > children;
vector<long long> factorial;

long long solve (int v) {
long long answer;
if (v == 0) {
// specialny pripad: N moznosti kam dat sefku,
// krat k faktorial moznosti pre poradie postromov

answer = (N x factorial[ children([v].size() 1) % MOD;

} else {
// vseobecny pripad: (1+1) faktorial moznosti pre poradie
answer = factorial[ 1 + children(v].size() 1;

}

// pre kazdy podstrom zvlast spocitaj pocet nakresleni

// a prenasob nim odpoved

for (int c¢ : children([v]) answer = (answer » solve(c)) % MOD;
return answer;

}

int main() {
cin >> N;

factorial.resize (N+1, 1);
for (int n=1; n<=N; ++n) factorial[n] = (factorial[n-1] * n) % MOD;

parent.resize (N, -1);
children.resize (N);
for (int n=1; n<N; ++n) {

cin >> parent[n];

——-parent [n];

children[ parent[n] ].push_back(n);
}

cout << solve(0) << "\n";

Strucnejsie rieSenie

Vyssie popisané riesenie rekurzivne prejde cely strom, v kazdom jeho vrchole ale vlastne spravi to isté: prendsobi
celkovi odpoved faktoridlom jeho stupna. Presnejsie, ked sa na hierarchiu firmy divame ako na neorientovany
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strom, tak celkovy pocet jeho nakresleni je zjavne rovny n-ndasobku sucinu faktoridlov jeho stupnov vrcholov.
To samozrejme vieme vypocitat aj bez akejkolvek rekurzie:

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const long long MOD = 1000000007;

int main() {
int Nj;
cin >> N;

vector<long long> factorial (N+1, 1);
for (int n=1; n<=N; ++n) factorial[n] = (factoriall[n-1] % n) % MOD;

vector<int> stupne (N+1, 0);
for (int n=2; n<=N; ++n) { int p; cin >> p; ++stupne[n]; ++stupnelpl; }

long long odpoved = Nj;

for (int n=1; n<=N; ++n) odpoved = (odpoved x factorial[stupne[n]]) % MOD;
cout << odpoved << endl;

A-1-3 Nevhodny darcek

Vyslednti postupnost pre ¢islo 2 budeme pre strucnost oznacovat kod(x). Spojenie po sebe iducich postupnosti
budeme oznacovat jednoducho symbolom +. Pripomenme si, ze plati kod(1) = (1) a pre vsetky = > 0 plati
kod(2z) = kod(x) + (0) + kod(z) a kod(2z 4+ 1) = kod(x) + (1) + kod(x).

Skimanie vlastnosti kédov

Lahko si mozeme vSimnit, ze postupnost kod(y) ma sicet y, a teda préve y jednotiek.

Intuitivne: Postup zo zadania si mézeme predstavit tak, Ze na zaciatku mame jedno vrecko s ¢ gulickami a
postupne ich prerozdelujeme do mensich vreciek, pricom ziadne gulicky nemizni ani nepribiidaju.

Formélny dokaz vyssie uvedeného tvrdenia sa lahko da spravit matematickou indukciou.

Druhé uzito¢né pozorovanie bude zistit, akii ma postupnost kod(z) dizku. Za¢nime tym, Ze si vypiSeme niekolko
prvych postupnosti:

kod(1) = (1)

kod(2) = (1,0,1)

kod(3) = (1,1,1)

kod(4) = (1,0,1,0,1,0,1)

kod(5) = (1,0,1,1,1,0,1)

kod(6) = (1,1,1,0,1,1,1)

kod(7) = (1,1,1,1,1,1,1)

kod(8) = (1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1)
kod(9) = (1,0,1,0,1,0,1,1,1,0,1,0,1,0,1)

Vidime, ze dlzka postupnosti sa zvySuje skokovo: napr. kod(8) aj kod(9) obe obsahuji dve képie kod(4), a teda
st zhruba dvakrat také dlhé ako kod(4).

Mbzeme si tiez vSimnit, ze skoky v dizke nastavaji prave pri mocnindch dvoch. Z toho uz vieme sformulovat
vSeobecné pravidlo.
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Rozdelme si vyssie uvedeny zoznam na bloky podla diéky vyslednej postupnosti: v bloku 0 bude ¢islo 1, v bloku
1 budu ¢isla 2-3, v bloku 2 ¢isla 4-7, a tak dalej. Vo vSeobecnosti plati, ze blok b tvoria ¢isla z polo-otvoreného
intervalu [2°,20%1). Kazdé ¢islo v bloku b mé kod dizky 20+1 — 1.

Aj toto tvrdenie by sme vedeli formalne dokdzat matematickou indukciou, najlepSie podla premennej b.

Poslednda vlastnost kédov, ktort si vSimneme, je, Ze st to palindrémy: kazdy kéd vyzerd rovnako odpredu
aj odzadu. Aj tuto vlastnost sa dé lahko dokdzat matematickou indukciou. Napr. ak uz vieme, ze kod(z) je
palindrém, tak aj kod(x) 4+ (0) + kod(x) zjavne je palindrém, lebo aj odzadu precitame kod(z) + (0) + kod(x).

RiesSenie sutaznej alohy
Teraz uz sme pripraveni vyriesit sitazni tlohu. Za¢neme tym, Ze si vypocitame ¢islo b bloku, v ktorom nase
zadané c lezi, a tym aj dlzku n = 2°*! — 1 celej postupnosti kod(c).

Teraz sa pozrime na otazku, ktory sme dostali na vstupe. Usek, ktory nas zaujima, moze byt jedného z dvoch
typov: bud obsahuje hodnotu v strede kédu alebo nie.

kéd pre ¢ = | ... kéd pre c¢/2 ... | 0/1 | ... kéd pre c/2 ...

| otédzka typu 1 |
| ... otazka typu 2 ... |

Pri otazke typu 1 zadany tsek neobsahuje strednii hodnotu, a teda lezi cely v jednej polovici — cize v jednej
koépii kédu |¢/2]. Pre tieto otdzky vieme teda pdvodni otdzku previest na podobnii otdzku s rovnako dlhym
tsekom a postupnostou zhruba polovicnej diiky.

Pri otazke typu 2 zadany tsek obsahuje strednii hodnotu. Navyse k tej potrebujeme zistit celkovy pocet jednotiek
na konci (v sufixe) jedného kédu a na zaciatku (v prefixe) druhého kédu.

Riesenie si mozeme zjednodusit pozorovanim, ze kedze kédy st rovnaké spredu a zozadu, otdzka na pocet
jednotiek v sufixe nejakého kédu ma rovnakt odpoved ako otdzka na pocet jednotiek v rovnako dlhom prefixe.
Otéazka typu 2 teda vedie k dvom otdzkam na prefix kédu. V oboch tychto otdzkach méme kdéd zhruba polovicnej
dizky od povodného.

Tu by sa mohlo zdat, Ze sme si az tak nepomohli. Ak by aj nadalej mohlo nastat, ze kazda otdzka ndm vyrobi
dve nové, tak by pocet otdzok velmi rychlo (exponencidlne) rastol a vysledné riesenie by bolo pomalé.

My vsak méame Stastie: vyssie popisany pripad bol jediny, v ktorom sme z jednej otdzky dostali dve. Tieto dve
nové otazky su totiz obe vyrazne jednoduchsie ako pévodna vSeobecné otazka.

Pozrime sa na to, ako mdze vyzerat otdzka na pocet jednotiek v nejakom prefixe kédu. Opét si dve moznosti:
bud je kratka, teda neobsahuje hodnotu v strede, alebo je dlha a stred obsahuje.

kéd pre ¢ = | ... kéd pre ¢/2 ... | 0/1 | ... kéd pre c/2 ... |
otazky na prefix:
| kratka |

Kratka otdzka vedie k rovnakej otdzke pre kéd zhruba poloviénej dizky. DIhd otédzka obsahuje jeden cely kod
(o tom presne vieme, kolko cely obsahuje jednotiek: |¢/2]) a potom nejaky prefix druhej képie kddu.

Otédzk1 na prefix nejakého kédu teda vZdy vieme previest na (nanajvys) jednu novi otdzku na prefix kédu zhruba
polovi¢nej dizky.

Vo vSeobecnosti teda celé riesenie bude vyzeraf nasledovne: Dostaneme otazku na vseobecny tsek postupnosti
kod(c). T prevedieme na nanajvys dve otdzky na prefix postupnosti kod(|c/2]), kazdd z nich zodpovieme
samostatne.

Otédzku na prefix postupnosti kod(z) vieme vzdy bud priamo zodpovedat, alebo ju previest na jednu otdzku na
prefix postupnosti kod(|z/2]).
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KedZe pri kazdom rekurzivnom volan{ zmensime aktuédlne &islo na polovicu, toto rieSenie postupne spravi O(log ¢)
takychto volani. V kazdom volani funkcie spravime len konstantny pocet aritmetickych operécii. Cely program
dokopy teda spravi O(log ¢) aritmetickych operécii.

Listing programu (Python)

# dlzka kodu cisla c

def dlzka(c):
n=1
while n < c: n = 2xn+l
return n

# odpoved pre prefix kod(c) dlzky r
# pomocna premenna n obsahuje dlzku kod(c)
def prefix(c, n, r):
# prazdny prefix ma vzdy sucet nula
if r == 0: return O
# pozrieme, ci je cela otazka v prvej kopii kodu
stred = n // 2
if r <= stred: return prefix(c//2, n//2, r)
# ak nie, zoberieme celu prvu kopiu a prefix druhej
return c//2 + c%2 + prefix(c//2, n//2, r-stred-1)

# odpoved na vseobecnu otazku: sucet kod(c) [1l:r]
def vseobecna_otazka(c, n, 1, r):
# pozrieme, ci je cela otazka v prvej kopii kodu
stred = n // 2
if r <= stred: return vseobecna_otazka(c//2, n//2, 1, r)
# pozrieme, ci je cela v druhej kopii kodu
if 1 > stred: return vseobecna_otazka(c//2, n//2, l-stred-1, r-stred-1)
# ak sme sa dostali sem, otazka obsahuje stred
# prevedieme ju na dve otazky o prefixoch
return (c%2) + prefix(c//2, n//2, stred-1l) + prefix(c//2, n//2, r-stred-1

c, 1, r = [ int(_) for _ in input () .split() ]
print ( vseobecna_otazka( c, dlzka(c), 1-1, r ) )

Detailnejsie o casovej zlozitosti

Tento program sice dokopy spravi O(log ¢) aritmetickych operacii, ale kedze pracujeme s velkymi ¢islami, nie je
uplne OK prehlasit, ze jeho ¢asova zlozitost je O(logc).

Cisla, s ktorymi pracujeme, majiit hodnoty nanajvys radovo rovné c. Cislo ¢ reprezentované v stistave so zakladom
b m4 priblizne log, ¢ cifier, preto plati, Ze vSetky disla, s ktorymi pracujeme, maji O(logc) cifier.

V nasom programe s velkymi ¢islami robime len velmi jednoduché operécie: nasobime a delime ich malymi
konstantami a porovnavame ich medzi sebou. Kazda takuto operdciu vieme lahko implementovat tak, aby
bezala v case linedrnom od poctu cifier prislusnych ¢isel. Dokopy si teda kazda aritmetickd operacia vyziada
O(log ¢) krokov vypoétu, a teda celkova ¢asova zloZitost nasho programu bude O((log c)?).

ave

Strucnejsia implementacia

Vzorové rieSenie vieme implementovat aj o Cosi stru¢nejsie ako vyssie. Staci sa inspirovat technikou, ktoru
pouzivame napr. pri implementovani intervalovej operécie v intervalovom strome. Pri tejto technike nemusime
samostatne riesit prefixové otézky.

Listing programu (Python)

# dlzka kodu cisla c

def dlzka(c):
n=1
while n < c: n = 2xn+l
return n

def vseobecna_otazka(c, start, end, gstart, gend):
# mozno je cely nas usek kodu sucastou otazky
if gstart <= start and end <= gend: return c
# mozno je cely nas usek kodu mimo otazky
if end <= gstart or gend <= start: return 0
# ak nenastal ani jeden pripad, rozbijeme kod na tri casti
# stred spracujeme rovno, dva mensie kody rekurzivne
pol = (end - start) // 2
odpoved = 0
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odpoved += vseobecna_otazka(c//2, start, start+pol, gstart, gend)
if gstart <= start+pol and start+pol < gend: odpoved += c%2
odpoved += vseobecna_otazka(c//2, end-pol, end, gstart, gend)
return odpoved

# uvodne volanie:
# vseobecna_otazka(c, 0, dlzka(c), 1-1, r)

A-1-4 Zoznamte sa s Hviezdnym impériom

Postupne uvedieme riesenia jednotlivych podiloh. Zaciatok riesenia podilohy C sa stru¢ne odkazuje na riesenie
podilohy A, inak st tieto rieSenia navzajom nezavislé.

Poduloha A: test kruznice

Kazdy hviezdny systém vykond nasledovny algoritmus: Ak mame iny pocet susedov ako 2, mozeme rovno
odpovedat n1e. V opa¢nom pripade pockame, aby sme videli, ¢i niekto iny odpovedal n1e, a nasledne odpovieme
ANO.

Preco to funguje? Ak mé kazdy systém prave dvoch susedov, znamend to, ze kazdy systém lezi na nejakej
kruznici. A navyse si spomenme, Ze jedna zo zdruk, ktoré mame, je, ze celé Hviezdne impérium je stuvislé.
Situacia, v ktorej by sme mali viacero navzdjom disjuktnych kruznic, teda nemoze nastat.

Toto riesenie ma hodnotu k rovni nule: nepotrebujeme si ni¢ dat vestit.

# ak mame nespravny stupen, urcite to nie Jje kruznica
if stupen != 2: return NIE

# pockame a ak vesmir nie je ruzovy, nik nemal odpoved NIE, a teda vsetci vratime odpoved ANO
if ruzovy_vesmir(): return NIE
return ANO

Poduloha B: existencia parovania

Zacneme tym, ze si kazdy systém da vyvestit k = [log, n] bitov: ich lokélny index toho suseda, s ktorym maji
byt vo dvojici.

Teraz potrebujeme vyvestené udaje skontrolovat. Kazdy systém teda posle hodnotu 1 tomu susedovi, ktory mu
bol vyvesteny, a hodnotu 0 kazdému inému susedovi.

Po odoslani sprav rok poc¢kdme na odpovede. Co ocakivame naspit? N4§ partner nAm mé tiez poslat hodnotu
1, potvrdzujicu, Ze aj oni si myslia, Ze su v dvojici s nami. No a kazdy iny z nasich susedov ndm mé poslat 0,
teda oznamit, ze nas za svoju dvojicu nepovazuju.

(Ak sme si vyvesteni hodnotu ulozili do premennej par tak sme najskor zapisali 1 do cutbox(par] a potom sme
skontrolovali, ¢i sme dostali 1 prave do invox(par] a nikam inam.)

Ak perfektné pdrovanie existuje, vestci si vedia vybrat jedno konkrétne (teda konkrétnu sadu n/2 dvojic sused-
nych systémov) a kazdému systému vyvestit index toho spravneho suseda. Ak perfektné parovanie neexistuje,
vestci musia vyvestit nejaka sadu indexov, ktora nefunguje. V takom pripade musi existovat nejaky systém a,
ktory posle svoju 1 systému b takému, ze b neposle svoju 1 spétf. No a toto prave systém a po roku odhali, ked
v prislusnom inboxe ndjde nulu.

# ak sme jediny system v celom imperiu, odpoved je nie
if N == 1: return NIE

# vyvestime si index suseda, ktory ma byt nasou dvojickou
par = vyvesti_cislo(stupen)
if par >= stupen: return NIE

# vyrobime spravy vsetkym susedom
for i in range (stupen):

outbox[i] = 0
outbox[par] = 1

# posleme spravy, pockame rok a potom skontrolujeme, ci prisli rovnake odpovede
for 1 in range (stupen):
if outbox[i] != inbox[i]:
return NIE

# pockame a ak vesmir nie je ruzovy, nik nemal odpoved NIE, a teda vsetci vratime odpoved ANO
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if ruzovy_vesmir(): return NIE
return ANO

Podiloha C: existencia Hamiltonovskej kruznice

Tu uz sa nemdzeme spolahniut na podobny trik ako v podilohe A. Totiz kedZe medzi systémami mozeme mat aj
dalsie hrany okrem naSej kruznice, mozu stvislost Hviezdneho impéria (Giastocne alebo tplne) zabezpecit tieto
hrany. V nejakom okamihu si preto budeme musiet dat pozor, aby néas vestci neoklamali tym, Ze nAm namiesto
jednej velkej kruznice vyvestia niekolko mensich, navzdjom disjunktnych kruznic.

Ukazeme si postupne dve riesenia.

Pri prvom rieseni sa budeme inspirovat prikladom zo studijného textu. Kazdy systém si da vyvestit dve cisla:
jeho poradové ¢islo na Hamiltonovskej kruznici (od 0 po n — 1) a tiez lokdlny index toho suseda, ktory lezi na
tejto Hamiltonovskej kruznici bezprostredne pred nim. (Ak bolo systému vyvestené poradové ¢islo 0, vyvesteny
index m4 ukazovat na suseda, ktory ma na kruznici ¢islo n — 1.)

Kazdy systém potom posle spravnemu susedovi spravu, v ktorej mu oznami, aké cislo si mysli, ze tento sused
mé mat. (Ostatnym susedom posle ,prazdnu® spravu — napr. s ¢islom —1.)

Kazdy systém potom pocka na spravy od susedov a skontroluje, ze dostal prave jednu neprazdnu spravu a v tej
napisané to spravne ¢islo: to, ktoré mu bolo vyvestené. Ak ktokolvek odhali nejakd nezrovnalost, odpovie w1z,
Ak vSetci vSetko tspesne skontroluji, vsetci odpovedia avo.

Zddvodnenie spravnosti: Je zjavné, ze ak nejakd Hamiltonovskd kruznica existuje, vestci si vedia nejaka vybrat
a podla nej vyvestit vsetko potrebné. Potrebujeme teda hlavne ukazat, ze ak takato kruznica neexistuje, tak
bez ohladu na obsah vestieb to aspon jeden zo systémov vzdy odhali.

Ak niekto dostane neplatné ¢islo alebo neplatny index suseda, odhali to trividlne: uvidi hodnotu mimo spravneho
rozsahu. Ak dva systémy dostant toho istého suseda z ako svojho predchodcu na kruznici, odhali to = tak, ze
dostane dve neprazdne spravy. Jedina moznost, ako prejst cez vsetky tieto kontroly, je teda ta, ze kazdy systém
dostane vyvesteného iného predchodcu (t.j. vyvesteni predchodcovia tvoria permutéciu systémov). Ako sme uz
opisali vyssie, v tejto chvili by sme este mohli mat namiesto jednej velkej kruznice niekolko mensich. Na tito
zaverecnu kontrolu teraz poslizi druhy tdaj, ktory sme si dali vyvestit: poradové ¢isla na kruznici.

Ak nik nedostal vyvestené poradové ¢islo 0, kazdy systém posle svojmu predchodcovi ¢islo mensSie ako svoje.
Systém s najmensim poradovym c¢islom teda svojmu predchodcovi posle ¢islo, ktoré je urcite mensie ako to
spravne — a teda prijemca tejto spravy odhali, Ze vyvestené informécie nesedia.

Ak nejaky systém x dostal vyvestené poradové ¢islo 0, jeho vyvesteny predchodca musel dostat ¢islo n — 1
(inak by ozndmil chybu), toho predchodca musel dostat ¢islo n — 2, a tak dalej. Ak by ¢okolvek z tohoto bolo
vyvestené inac¢, dotycény systém by odhalil chybu, kedze by nesedelo ¢islo, ktoré dostane v sprave.

Ak by neboli vsetky systémy na tejto konkrétnej kruznici, dostali by sme sa priskoro k tomu systému y, ktory
mé za predchodcu systém x (ten s ¢éislom 0, od ktorého sme zacinali). Systém y musel dostat vyvestené ¢&islo
vacsie ako 1, inak by mu prisla zla sprava od jeho predchodcu. Potom systém y posle systému x o jedno mensie
¢islo od svojho. Toto ¢islo bude este stéle kladné, a tym sa to celé aj tak pokazi a systém = odhali chybu (kedze
ocakéva, ze dostane ¢islo 0).

Mame teda korektné riesenie, ktoré potrebuje vyvestit k = 2[log, n] bitov.

# vyvestime si nase poradove cislo a index suseda, ktory ma byt na kruznici pred nami
poradie = vyvesti_cislo(N)

pred = vyvesti_cislo(stupen)

if poradie >= N or par >= stupen: return NIE

# vyrobime spravy vsetkym susedom
for i in range(stupen):

outbox[i] = -1
outbox[pred] = (poradie-1l) % N
# posleme spravy, pockame rok a pozrieme sa na spravy, co prisli nam
prislo = [ x for x in inbox if x != -1
if len(prislo) != -1: return NIE # ma nam prist prave jedna neprazdna sprava
if poradie != prislo[0]: return NIE # v tej sprave nam malo prist nase cislo

# pockame a ak vesmir nie je ruzovy, nik nemal odpoved NIE, a teda vsetci vratime odpoved ANO
if ruzovy_vesmir(): return NIE
return ANO
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Lepsie rieSenie

Neslo by este jedno z tychto dvoch ¢isel usetrit? Ale dno, Slo. V skutocnosti totiz funguje aj eSte priamociarejsie
riesenie: staci, ked si kazdy systém da vyvestit svoje poradové cislo a to potom rozosle uplne vSetkym svojim
susedom.

Ako bude potom vyzerat kontrola? Kazdy systém skontroluje, ¢i medzi ¢islami od susedov dostal aj nejaké o
jedna mensie, aj nejaké o jedna vicsie ako svoje. (Samozrejme, poéitajic modulo n, teda systém s ¢islom 0 chce
vidiet ¢fsla 1 a n — 1, zatial o systém n — 1 chcee vidiet ¢isla n — 2 a 0.) Ak niekto nedostane obe pozadované
¢isla, odpovie n1e. Ak nik neodpovedal n1z, vSetci odpovedia avo.

Podobne ako vyssie potrebujeme zddvodnif, Ze ak vsetci dajui odpoved zwo, tak naozaj existuje Hamiltonovska
kruznica. Zdovodnenie bude vyzerat podobne ako vyssie. Niekto musel dostat vyvestené ¢islo 0, inak by platilo,
Ze systém s najmensim ¢&islom (ktoré je kladné) sa nedockd od Ziadneho suseda mensieho ¢isla od svojho, a teda
odpovie nie. Niektory zo susedov vrcholu, ktory dostal ¢islo 0, musel dostat ¢islo 1. Niektory z jeho susedov
musel dostat ¢islo 2. A tak mézeme pokracovat dalej az po ¢islo n — 1. No a tym uz je vynitené, ze kazdé ¢islo
dostal prave jeden systém a aj to, Ze susedné ¢isla susedia. A kedZze aj systém s vyvestenym ¢islom 0 musi dostat
aj spravu s ¢islom n — 1 (a naopak), musi naozaj ist o kruznicu a nie len o cestu.

Toto rieSenie si vystaéi s k = [log, n] vyveStenymi bitmi.
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