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4 PozdlƵž kružnice sú napı́sané aspoň 3 navzájom rôzne prvočı́sla. Pre každé dve susedné prvočı́sla určı́me naj‑
väčšie prvočı́slo deliace ich súčet. Takto zı́skame až na poradie opäť rovnaké prvočı́sla, ako boli tie napı́sané.
Nájdite všetky možné počiatočné množiny prvočı́sel.
(Naprı́klad prvočı́sla 2, 7, 3, 11, 17 v tomto poradı́ nevyhovujú, pretože zodpovedajúce súčty 9, 10, 14, 28, 19
majú najväčšie prvočı́selné delitele postupne 3, 5, 7, 7, 19.)

(Michal Janı́k)
Riešenie:
Nech 𝑀 je vyhovujúca množina prvočı́sel a 𝑝 je najväčšie z nich. Keďže sú v 𝑀 aspoň 3 prvočı́sla, platı́ 𝑝 ≥ 5.
Podľa zadania je súčet niektorých dvoch rôznych prvočı́sel z𝑀 násobkom 𝑝. Súčet ľubovoľných dvoch rôznych
prvočı́sel z𝑀 je všakmenšı́ ako 𝑝+𝑝 čiže 2𝑝, takže tento súčet je rovný 𝑝. Keďže 𝑝 je nepárne, jedno zo sčı́taných
prvočı́sel je párne, t. j. je to 2, takže to druhé je 𝑝 − 2. Teda 2 ∈ 𝑀 a 𝑝 − 2 ∈ 𝑀. Všimnime si tiež, že 𝑝 − 2 je
druhým najväčšı́m čı́slom v𝑀, lebo čı́slo 𝑝 − 1 je párne a väčšie ako 2, takže to nie je prvočı́slo.
Aj prvočı́slo 𝑝 − 2 musı́ byť najväčšı́m prvočiniteľom súčtu niektorých dvoch rôznych prvočı́sel z 𝑀. Najväčšı́
možný súčet dvoch rôznych čı́sel z𝑀 je 𝑝+ (𝑝−2) čiže 2𝑝−2, takže je menšı́ než 3(𝑝−2), a teda je to 2(𝑝−2)
alebo 𝑝 − 2. Ukážeme, že v oboch prı́padoch platı́ 𝑝 − 4 ∈ 𝑀:
• Nech je tento súčet 2(𝑝 − 2).
Sčı́tance sú rôzne, takže väčšı́ z nich je väčšı́ ako 𝑝 − 2. Jediné také čı́slo v𝑀 je však 𝑝, takže druhý sčı́tanec
je 2(𝑝 − 2) − 𝑝 čiže 𝑝 − 4.

• Nech je tento súčet 𝑝 − 2.
Prvočı́slo 𝑝 − 2 je nepárne, teda jeden zo sčı́tancov je 2 a druhý (𝑝 − 2) − 2 čiže 𝑝 − 4.

Ukázali sme teda, že množina𝑀 obsahuje prvočı́sla 𝑝, 𝑝 − 2 a 𝑝 − 4. Tieto čı́sla majú rôzne zvyšky po delenı́ 3,
takže jedno z nich je deliteľné 3, a teda je to 3. Ide teda o prvočı́sla 3, 5, 7. Vieme tiež, že 2 ∈ 𝑀, a keďže 7 je podľa
predpokladu najväčšie prvočı́slo v𝑀, iné prvočı́sla𝑀 neobsahuje.
Ukážeme, že množina {2, 3, 5, 7} vyhovuje zadaniu: Jej prvky stačı́ pozdlƵž kružnice napı́sať v poradı́ 2, 5, 3, 7,
prı́slušné súčty sú potom postupne 7, 8, 10, 9 s najväčšı́mi prvočı́selnými deliteľmi postupne 7, 2, 5, 3.
Jediná vyhovujúca množina je teda {2, 3, 5, 7}.

5 Nájdite všetky kladné prirodzené čı́sla 𝑛 s nasledujúcou vlastnosťou: Vo štvorcovej tabuľke 𝑛 × 𝑛 sa dá vyfarbiť
2𝑛 polı́čok tak, že žiadne dve z nich nesusedia stranou ani vrcholom a v každom riadku aj každom stlƵpci sú
vyfarbené práve 2 polı́čka.

(Jakub Sƽ tepo)
Riešenie:
Zrejme 𝑛 ≥ 2. Rozoberme prı́pady:
• Nech 2 ≤ 𝑛 ≤ 7.
V ľubovoľných 2 susedných riadkoch tabuľky sú spolu 4 vyfarbené polı́čka, pričom však žiadne dve z nich
nemôžu byť v rovnakom stlƵpci ani v susedných stlƵpcoch. Medzi každými dvoma z týchto 4 stlƵpcov tak musı́
byť aspoň 1 ďalšı́, takže 𝑛 ≥ 4 + 3 = 7, a teda 𝑛 = 7.
V ľubovoľných 2 susedných riadkoch tabuľky je tak po 1 vyfarbenom polı́čku práve v 1., 3., 5., 7. stlƵpci zľava.
V 1. stlƵpci je teda vyfarbené 1 polı́čko v 1. alebo 2. riadku, 1 polı́čko v 3. alebo 4. riadku a 1 polı́čko v 5. alebo
6. riadku, spolu sú tam teda aspoň 3 vyfarbené polı́čka, čo je spor.
Tento prı́pad teda nevyhovuje.

• Nech 𝑛 = 8.
Vyhovujúce ofarbenie je naprı́klad takéto:



• Nech 𝑛 ≥ 9.
Riadky i stlƵpce očı́slujme čı́slami od 0 do 𝑛 − 1 a polı́čko v 𝑥. stlƵpci zľava a 𝑦. riadku zdola označme (𝑥, 𝑦).
Pre každé 𝑖 z {0, … , 𝑛 − 1} nech 𝐴𝑖 = (𝑖, 2𝑖mod𝑛) a 𝐵𝑖 = (𝑖, (2𝑖 + 5)mod𝑛). Polı́čka 𝐴0, …, 𝐴𝑛−1 vyfarbime
červenou a polı́čka 𝐵0, …, 𝐵𝑛−1 modrou.

V každom stlƵpci je teda jedno červené a jedno modré polı́čko. Ak je 𝑛 nepárne, aj v každom riadku je jedno
červené a jednomodré polı́čko. Ak je 𝑛 párne, v každom riadku sú buď dve červené, alebo dvemodré polı́čka.
Ukážeme, že žiadne dve vyfarbené polı́čka nesusedia, zrejme stačı́ vyšetriť len dvojice v rovnakých alebo
susedných stlƵpcoch:
• Polı́čka 𝐵𝑖 a 𝐴𝑖 , kde 𝑖 ∈ {0, … , 𝑛 − 1}, nesusedia, lebo rozdiel čı́sel ich riadkov dáva po delenı́ 𝑛 zvyšok 5.
• Polı́čka 𝐴𝑖 a 𝐴𝑖+1, kde 𝑖 ∈ {0, … , 𝑛 − 2}, nesusedia, lebo sa čı́sla ich riadkov lı́šia aspoň o 2.
• Polı́čka 𝐵𝑖 a 𝐵𝑖+1 kde 𝑖 ∈ {0, … , 𝑛 − 2}, nesusedia, lebo sa čı́sla ich riadkov lı́šia aspoň o 2.
• Polı́čka 𝐵𝑖 a 𝐴𝑖+1, kde 𝑖 ∈ {0, … , 𝑛 − 2}, nesusedia, lebo rozdiel čı́sel ich riadkov dáva po delenı́ 𝑛 zvyšok
3.

• Polı́čka 𝐴𝑖 a 𝐵𝑖+1, kde 𝑖 ∈ {0, … , 𝑛 − 2}, nesusedia, lebo rozdiel čı́sel ich riadkov dáva po delenı́ 𝑛 zvyšok
𝑛 − 7, čo je aspoň 2.

Vyhovujú teda práve čı́sla väčšie než 7.
Poznámka:
Uvedené farbenie v prı́pade 𝑛 = 8 je až na osovú súmernosť jediné.

6 Nech 𝐴𝐵𝐶 je ostrouhlý trojuholnı́k. Označme 𝐻 priesečnı́k jeho výšok, 𝜔 kružnicu jemu opı́sanú a 𝑂 jej stred.
Dƽ alej označme 𝑀 stred strany 𝐵𝐶 a 𝐷 priesečnı́k priamky 𝐴𝐻 s kružnicou 𝜔 rôzny od 𝐴. Priamka 𝐷𝑀 pretı́na
kružnicu 𝜔 v bode 𝐸 rôznom od 𝐷. Nech 𝐹 je priesečnı́k priamky 𝐴𝐸 s kružnicou opı́sanou trojuholnı́ku 𝑂𝑀𝐸
rôzny od 𝐸. Dokážte, že platı́ |𝐹𝐻| = |𝐹𝐴|.

(Michal Pecho)
Riešenie:
Nech 𝑋 je obraz bodu 𝐴 v súmernosti podľa stredu 𝑂, úsečka 𝐴𝑋 je teda priemer 𝜔.
PodľaTálesovej vety je𝐵𝑋 kolmá na𝐴𝐵, a keďže aj priamka𝐶𝐻 obsahujúca výšku z𝐶 je na ňu kolmá, sú navzájom
rovnobežné. Analogicky sú rovnobežné aj priamky 𝐵𝐻 a 𝐶𝑋, takže štvoruholnı́k 𝐵𝑋𝐶𝐻 je rovnobežnı́k. Bod𝑀
ako stred jeho uhlopriečky 𝐵𝐶 je teda aj stredom jeho druhej uhlopriečky 𝐻𝑋.
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Keďže 𝑂 ležı́ na osi strany 𝐵𝐶, priamka 𝑂𝑀 je kolmá na 𝐵𝐶, a preto rovnobežná s 𝐴𝐷, takže uhly𝑀𝑂𝑋 a𝐷𝐴𝑋 sú
súhlasné. Preto podľa vety o obvodových uhloch pre tetivu 𝐷𝑋máme

|∢𝑀𝑂𝑋| = |∢𝐷𝐴𝑋| = |∢𝐷𝐸𝑋| = |∢𝑀𝐸𝑋| ,

z čoho opäť podľa tejto vety pre tetivu𝑀𝑋 dostávame, že štvoruholnı́k𝑀𝑂𝐸𝑋 je tetivový.
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Podľa Tálesovej vety je uhol𝐴𝐸𝑋 čiže𝐹𝐸𝑋 pravý, takže opäť podľa tejto vety je𝐹𝑋 priemeromkružnice opı́sanej
𝑂𝑀𝐸. Opäť podľa tejto vety sú uhly 𝐹𝑂𝑋 a 𝐹𝑀𝑋 pravé, a keďže 𝑂 a𝑀 sú stredy úsečiek 𝐴𝑋, resp. 𝐻𝑋, 𝐹 ležı́ na
ich osiach. Preto |𝐹𝐴| = |𝐹𝑋| = |𝐹𝐻|.
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