MATEMATICKA OLYMPIADA 2024 /2025

RieSenia uloh 2. dna celostatneho kola kategorie A

4 Pozdiz kruZnice st napisané aspoii 3 navzajom rozne prvocisla. Pre kazdé dve susedné prvoéisla uréime naj-
vacsie prvocislo deliace ich sucet. Takto ziskame azZ na poradie opat rovnaké prvocisla, ako boli tie napisané.
N3ajdite vSetky mozZné pociatocné mnoziny prvocisel.

(Napriklad prvocisla 2, 7, 3, 11, 17 v tomto poradi nevyhovuju, pretoZe zodpovedajuce sucty 9, 10, 14, 28, 19
maju najvacsie prvociselné delitele postupne 3, 5, 7, 7, 19.)
(Michal Janik)
Riesenie:
Nech M je vyhovujica mnoZzina prvocisel a p je najvacsie z nich. KedZe st v M aspon 3 prvocisla, plati p > 5.
Podla zadania je sucet niektorych dvoch réznych prvocisel z M ndsobkom p. Sucet l'ubovolnych dvoch réznych
prvocisel z M je vSak menSi ako p +p CiZe 2p, takZe tento stcet je rovny p. KedZe p je neparne, jedno zo s¢itanych
prvocisel je parne, t. j. je to 2, takZe to druhé jep — 2. Teda2 € M ap — 2 € M. VSimnime si tieZ, Ze p — 2 je
druhym najvacsim c¢islom v M, lebo cislo p — 1 je parne a vacsie ako 2, takze to nie je prvocislo.
Aj prvocislo p — 2 musi byt najvac¢s$im prvocinitelom stctu niektorych dvoch réznych prvocisel z M. Najvacsi
mozny sucet dvoch réznych Cisel z M je p + (p — 2) Cize 2p — 2, takZe je menSinezZ 3(p — 2),atedajeto 2(p — 2)
alebo p — 2. UkaZeme, Ze v oboch pripadoch platip — 4 € M:
e Nech je tento stucet 2(p — 2).
Scitance su rozne, takze vacsi z nich je vacsi ako p — 2. Jediné také ¢islo v M je vsak p, takZe druhy scitanec
je2(p —2) —p Cizep — 4.
* Nech je tento sucet p — 2.

Prvocislo p — 2 je neparne, teda jeden zo scitancov je 2 a druhy (p — 2) — 2 Cize p — 4.
Ukazali sme teda, Ze mnoZina M obsahuje prvocislap, p — 2 ap — 4. Tieto ¢isla maju rézne zvysKky po deleni 3,
takZe jedno z nich je delitelné 3, a teda je to 3. Ide teda o prvocisla 3, 5, 7. Vieme tieZ, Ze 2 € M, a kedZe 7 je podla
predpokladu najvacsie prvocislo v M, iné prvocisla M neobsahuje.
UkaZzeme, Ze mnozina {2,3, 5, 7} vyhovuje zadaniu: Jej prvky sta¢i pozdiz kruznice napisat’ v poradi 2, 5, 3, 7,
prislusné sucty sui potom postupne 7, 8, 10, 9 s najvacSimi prvociselnymi delitel'mi postupne 7, 2, 5, 3.

Jedina vyhovujica mnozina je teda {2, 3, 5, 7}.

5 Najdite vSetky kladné prirodzené ¢isla n s nasledujiicou vlastnostou: Vo Stvorcovej tabul'ke n X n sa da vyfarbit
2n policok tak, Ze Ziadne dve z nich nesusedia stranou ani vrcholom a v kaZzdom riadku aj kazdom stlpci su
vyfarbené prave 2 policka.

(Jakub Stepo)
RieSenie:
Zrejme n = 2. Rozoberme pripady:
e Nech2<n<7.

V lTubovolnych 2 susednych riadkoch tabul'ky st spolu 4 vyfarbené policka, pricom vsak ziadne dve z nich
nemdzu byt v rovnakom stipci ani v susednych stipcoch. Medzi kazdymi dvoma z tychto 4 stipcov tak musi
byt asponi 1 dalsi, takZzen >4+ 3 =7,atedan = 7.

V lubovolnych 2 susednych riadkoch tabul’ky je tak po 1 vyfarbenom poli¢ku prave v 1., 3., 5., 7. stipci zlava.
V 1. stipci je teda vyfarbené 1 polic¢ko v 1. alebo 2. riadku, 1 poli¢ko v 3. alebo 4. riadku a 1 poli¢ko v 5. alebo
6. riadku, spolu st tam teda aspon 3 vyfarbené policka, ¢o je spor.

Tento pripad teda nevyhovuje.
e Nechn =8.
Vyhovujtce ofarbenie je napriklad takéto:



e Nechn =>9.
Riadky i stipce o¢islujme ¢islami od 0 do n — 1 a poli¢ko v x. stipci zlava a y. riadku zdola oznaéme (x, y).
Pre kazdé i z {0, ...,n — 1} nech 4; = (i,2i modn) a B; = (i, (2i + 5) mod n). Poli¢ka 4, ..., A,_, vyfarbime
¢ervenou a policka By, ..., B,_; modrou.

V kazdom stipci je teda jedno ¢ervené a jedno modré poli¢ko. Ak je n neparne, aj v kazdom riadku je jedno
Cervené a jedno modré policko. Ak je n parne, v kaZdom riadku su bud’ dve ¢ervené, alebo dve modré policka.

Ukazeme, Ze ’iiadne dve vyfarbené policka nesusedia, zrejme staci vySetrit len dvojice v rovnakych alebo
susednych stlpcoch:
e Policka B; a 4;,kde i € {0, ...,n — 1}, nesusedia, lebo rozdiel ¢isel ich riadkov dava po deleni n zvySok 5.
e Policka A; a A;;q,kde i € {0, ...,n — 2}, nesusedia, lebo sa ¢isla ich riadkov liSia aspori o 2.
e Policka B; a B;;1 kde i € {0, ...,n — 2}, nesusedia, lebo sa ¢isla ich riadkov liSia aspoti o 2.

e Policka B; a A;;1, kde i € {0, ...,n — 2}, nesusedia, lebo rozdiel ¢isel ich riadkov dava po deleni n zvySok
3.

e Policka A; a B;;1, kde i € {0, ...,n — 2}, nesusedia, lebo rozdiel ¢isel ich riadkov dava po deleni n zvySok
n — 7, ¢o je aspoil 2.
Vyhovuju teda prave cisla vacsie nez 7.
Poznamka:

Uvedené farbenie v pripade n = 8 je az na osovu sumernost jediné.

I}Iech ABC je ostrouhly trojuholnik. Ozna¢me H priesecnik jeho vysok, w kruznicu jemu opisanu a O jej stred.
Dalej oznacme M stred strany BC a D priese¢nik priamky AH s kruZnicou w rézny od A. Priamka DM pretina
kruznicu w v bode E réznom od D. Nech F je priese¢nik priamky AE s kruznicou opisanou trojuholniku OME
rozny od E. Dokazte, Ze plati |[FH| = |FA]|.

(Michal Pecho)
RieSenie:
Nech X je obraz bodu A v simernosti podla stredu O, tisecka AX je teda priemer w.
Podla Talesovej vety je BX kolma na AB, a kedZe aj priamka CH obsahujica vysku z C je na iu kolma, sd navzajom

rovnobeZné. Analogicky st rovnobeZné aj priamky BH a CX, takze Stvoruholnik BXCH je rovnobeZnik. Bod M
ako stred jeho uhlopriecky BC je teda aj stredom jeho druhej uhlopriecky HX.



KedZe O lezi na osi strany BC, priamka OM je kolma na BC, a preto rovnobezna s AD, takze uhly MOX a DAX su
suhlasné. Preto podla vety o obvodovych uhloch pre tetivu DX mame

|«MOX| = |%DAX| = |<DEX| = |<*MEX|,

z ¢oho opat podla tejto vety pre tetivu MX dostdvame, Ze Stvoruholnik MOEX je tetivovy.

Podla Talesovej vety je uhol AEX CiZe FE X pravy, takze opat podla tejto vety je F X priemerom kruZnice opisanej
OME. Opat podla tejto vety st uhly FOX a FMX pravé, a kedZe O a M su stredy useciek AX, resp. HX, F lezi na
ich osiach. Preto |FA| = |FX| = |FH]|.




