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A-111-4 Bandasky

Najmensi pocet bandasiek, pre ktory riesenie vzdy existuje, ndjdeme tak, ze najdeme situdciu s najviac ban-
daskami, pre ktord este riesenie neexistuje, a ich pocet zvacsime o 1. Chceme teda do stromu rozmiestnit ¢o
najviac bandasiek tak, aby Jafar nevedel ziadnu dostat do oazy j.

Predstavime si, ze vrchol j je korenom nasho stromu a vSetky dialnice si orientované smerom k vrcholu j.
Lahko nahliadnemem, 7Ze Jafarovi sa nikdy neoplati Ziadnu bandasku posielat po dialnici opa¢nym smerom,
teda pre¢ od j. (Ak by sme z toho smeru ndsledne nikdy nedostali bandasku naspét, zbytocéne sme si minuli
bandasku. A ak sme niekedy v budicnosti nejaki dostali, mohli sme vynechat dve akcie — t, kde posielame
tuto bandasku tam, a td, kde posielame neskor bandasku spat — a mali by sme rovnako dobré riesenie plus
usetrené dve bandasky.)

A aj smer ku j je ndsledne priamodiary: kedykolvek, ked mame v hociktorej odze (aspori) dve bandasky, ni¢
nepokazime, ked jednu z nich posleme o krok blizsie ku j — ni¢ iné s nimi uz aj tak nevieme robif.

Tu si mézeme vsimnut, ze kazdy krok smerom prec¢ od ciela nam zdvojnasobuje potrebny pocet bandasiek.
Majme napr. cestu 1 — 2 — 3 — 4. Ak mame v odze 1 dve bandasky, vieme jednu z nich dostat do odzy 2.
Ak mame v odze 1 $tyri bandasky, vieme spravit predchadzajicu akciu dvakrat, ¢im dostaneme v odze 2 dve
bandasky a teda ziskame moznost jednu z nich poslat do odzy 3. A podobne o krok dalej: z osem bandasiek v
oaze 1 budu Styri v odze 2, potom dve v odze 3 a z nich jedna v oaze 4.

Toto vieme popisat aj formdlnejsie. Pozrime sa na situdciu na konci a vSimnime si Tubovolnt bandasku =z,
ktora este stile existuje v nejakom vrchole v. Teraz sa pozrime na situdciu na zaciatku a vSimnime si vSetky
bandasky, ktoré sme zapojili do toho, aby sa bandaska x dostala do svojho ciela. Pre kazdu z tychto startovych
bandasiek (vrdtane x samotnej) sa pozrime na jej vzdialenost od vrcholu v. Kazdej Startovej bandaske, ktord je
vo vzdialenosti d od cielového vrcholu v, priradime skére 1/29. Teraz tvrdime, ze sicet skére vietkych bandasiek
je vzdy presne rovny jedne;j.

Dokaz spravime lahko matematickou indukciou od poc¢tu bandasiek: Ak je bandaska sama, je uz v cieli a mé
skére 1/2° = 1/1 = 1. No a ak kedykolvek mame dve bandasky v Tubovolnej vzdialenosti d 4+ 1 a vyrobime z
nich jednu bandasku vo vzdialenosti d, celkovy siicet skére sa tym nezmeni.

Vseobecnejsia otazka

Zamyslime sa teraz nad trochu vsSeobecnejSou otazkou: Majme zakoreneny strom s korenom z, ktory ma deti
Y1, - - -, Y. Kolko najviac bandasiek mozeme v tomto strome rozmiestnit tak, aby ich na konci v koreni skoncilo
nanajvys z?

Ak z uz nemd Ziadne deti (k = 0), odpoved je zjavne z.

Nech teraz k > 0, teda 2 ma nejaké deti. Pre kazdy z podstromov s korefimi 1, . . . , y sa pozrime na jeho hibku
— teda na maximalnu vzdialenost medzi x a listom v tomto podstrome. Bez ujmy na vSeobecnosti nech y; je
vrchol s najhlbsim podstromom a nech ¢ je jeden konkrétny najhlbsi list v tomto podstrome, vo vzdialenosti
d od vrcholu z. Potom tvrdime nasledovné: existuje optimalne rozmiestnenie bandasiek, pri ktorom v x skonci
prave z bandasiek a vSetky tam pridu z vrcholu y;.

Dokaz je zjavny: Zoberme lubovolni bandasku, ktord skoncéila v koreni. Vieme, ze bandasky, z ktorych vznikla,
mali dokopy skére 1, a kedZe najvicsia mozné vzdialenost od korena je d, najmensie mozné skére jednej bandasky
na zaciatku je 1/2%, a teda jednou z optimalnych moznosti je zjavne t4, kde bandaska v koreni vznikla z 27
bandasiek, ktoré vsetky zacinali v liste 4.

Algoritmus

7 prave dokdzaného tvrdenia teda vyplyva, Ze optimalne rozmiestnenie bandasiek, ktoré hladame v predchéa-
dzajucej Casti, vieme zostrojit nasledovne:
Ak z (koreni stromu) mé deti, nech y; je jeho dieta s najhlbsim podstromom. Potom:

¢ Samotny koren bude na zaciatku prazdny.
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o V podstrome s koretiom y; chceme bandasky rozmiestnit tak, aby ich do y; prislo nanajvys 2z + 1. (To je
najvacsi pocet bandasiek, pre ktory ich potom odtial do korena vieme poslat len z.)

e V kazdom z ostatnych podstromov chceme bandasky rozmiestnit tak, aby do jeho korena y; prisla nanajvys
jedna.

Na kazdy z podstromov sa preto rekurzivne zavolame s prislusnou otazkou.

Ak si na zadiatku raz predpoéitame hibky vSetkych podstromov, vieme potom pri tomto algoritme kazdy vrchol
spracovat v Case priamo timernom jeho stupiiu, a kedZze stet stuptiov vrcholov v strome je 2n — 2 (kazd4 hrana
je zapo€itand v dvoch stupnioch vrcholov), ma nas algoritmus celkovo linedrnu ¢asovu zlozitost.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const long long MOD = 1000000007;

int N, J;

vector< vector<int> > strom;
vector<int> rodic, hlbka, najhlbsi_syn;
long long odpoved;

void dfs (int kde, int odkial = -1) {
rodic[kde] = odkialj;
for (int kam : strom[kde]) if (kam != odkial) {

dfs (kam, kde);

if (hlbkal[kam] + 1 > hlbkalkde]) {
hlbka[kde] = hlbkalkam] + 1;
najhlbsi_syn[kde] = kam;

}

void vypln(int kde, long long kolko) {

if (hlbkalkde] == 0) {

// sme v liste

odpoved = (odpoved + kolko) % MOD;
} else {

// tlacime dalej
vypln( najhlbsi_syn[kde], (2xkolko+1)%MOD );

for (int kam : strom[kde]) {
if (kam == rodic[kde]) continue;
if (kam == najhlbsi_syn[kde]) continue;

vypln( kam, 1 );

}

int main() {

cin >> N >> J;

strom.resize (N);

for (int n=0; n<N-1; ++n) {
int x, y;
cin >> x >> y;
strom[x] .push_back (y);
strom[y] .push_back (x);

}

rodic.resize (N, -1);

hlbka.resize (N, 0);

najhlbsi_syn.resize (N, -1);
dfs (J);

odpoved = 0;

vypln(J, 0);

cout << ((l+odpoved)$MOD) << endl;

A-111-5 Pracka

Pre k = 0 mé pre kazdé i < j platit a; —a; < 0(j —4) = 0, €ize a; > a;. Inymi slovami, chceme vyrobit nerasticu
postupnost.

Ked si zvolime, ktoré pozicie zmenif, tie nezmenené musia tvorit nerastiicu podpostupnost pévodnej postupnosti.
A naopak, ked si zvolime Iubovolni nerasticu podpostupnost, vzdy vieme zmenit vsetky ostatné prvky tak, aby
cely vysledok bol nerastici. Riesenim je teda néjst jednu najdlhsiu nerastiicu podpostupnost a zmenit zvysok.
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Oprava postupnosti na nerastiicu

Predstavme si, ze sme nasli jednu konkrétnu najdlhsiu nerastiicu podpostupnost. Vsetky prvky, ktoré do nej ne-
patria, prelepime nélepkami. Na tieto nalepky chceme teraz napisat nové hodnoty tak, aby celd nova postupnost
bola nerastica.

Ak postupnost zac¢ina nélepkou, napiSeme na 1iu najvacsiu hodnotu (teda napr. prvi neprelepent, alebo pokojne
rovno 10%), tym uréite ni¢ nepokazime.

No a potom uz staci prejst zvysok postupnosti zlava doprava a na kazdu dalSiu nalepku, ktort stretneme,
napisat rovnaké ¢islo ako je tesne pred nou. Vysledkom tohto procesu je zjavne nerastiica postupnost a pocet
zmien, ktoré sme spravili, je zjavne optimalny.

Najdenie najdlhsej nerastiicej podpostupnosti

Toto vieme spravit v ¢ase O(nlogn) napr. nasledovne:

Predstavme si, Ze sme uz spracovali nejaky kus vstupnej postupnosti, napriklad (10,17,12,14, 11, 16,14, 1, 12, 15).
Z tejto postupnosti vieme vybrat vela réznych dvojprvkovych nerastiicich postupnosti, napr. (10,5), (16, 16),
alebo (16, 14).

Teraz nam na vstupe pride novy prvok a,. Predstavme si, Zze chceme vyrobif trojprvkovi nerasticu podpostup-
nost, ktora koné¢i tymto a,. Toto musime spravit tak, ze zoberieme niektoru dvojprvkovi nerastiicu podpostup-
nost, ktortt sme mali v uz spracovanych datach, a na jej koniec pridime a,. No a ktord zo vSetkych moznych
dvojprvkovych podpostupnosti je na to najvhodnejsia? Je zjavné, Ze ak je napriklad postupnost (10,5, a;) ne-
rastica, tak aj postupnost (16,14, a,) bude nerastica, lebo ak a, < 5, tak tym skor plati aj a, < 14. Inymi
slovami, najlepsia je t&4 postupnost, ktora koné¢i najvacsim moznym cislom. Kazdé a,, ktoré by pasovalo za
nejakd ini podpostupnost, bude pasovat aj za tuto.

Budeme si teda udrziavat hodnoty c; s nasledovnym vyznamom: ked sa pozrieme na vSetky mozné nerastice
j-prvkové podpostupnosti v uz spracovanych datach a zoberieme posledny prvok kazdej z nich, najvécsia z takto
ziskanych hodnét bude préve c;. Specidlne budeme mat ¢y = co (za postupnost dizky 0 sa d4 pridat ¢okolvek)
a ¢; = —oo ak este v spracovanych ddtach Ziadna nerastica j-prvkova podpostupnost neexistuje.

Priklad: ak sme uz spracovali (10,17,12,14,11,16,14,1,12,15), tak budeme mat ¢; = 17, ¢3 = 16, ¢3 = 15,
c4 = 12 a od ¢ dalej budua vSetky mat hodnotu —oo.

Vsimnite si, ze rozne ¢; buda vo vSeobecnosti zodpovedat réznym postupnostiam. Napr. tu ¢z zodpoveda po-
stupnosti (17,16, 15), zatial ¢o ¢4 je koniec postupnosti (17,16, 14,12).

Ku kazdej ¢; si moézeme navyse pamatat aj index d;, na ktorom tato hodnota lezala. V nasom priklade by sme
(pouzivajtic indexovanie od nuly) mali d; =1, de =5, d3 =9 a dy = 8.

Iny priklad: ak sme uz spracovali (7,7,7), mdme ¢; = ca =c3 =7, ¢4 = —oco aindexy dy =0,dy =1 a d3 = 2.

Nasledujice pozorovanie, ktoré pouzijeme: hodnoty ¢; st vzdy usporiadané podla velkosti v nerastticom poradi.
Napriklad vzdy plati ¢3 > ¢4, lebo ked zoberiem najlep§iu nerasttcu podpostupnost dizky 4 a odstranim z nej
posledny prvok, tak dostanem nejaki (dokonca nie nutne najlepsiu) nerasticu podpostupnost diiky 3. A kedze
poévodné postupnost koncila hodnotou ¢4, tato z nej vyrobend konc¢i hodnotou vécsou alebo rovnou cy.
Predstavme si teraz, ze preCitame zo vstupu nasledujuci prvok a, a zaujima nds, akd najdlhsia nerasttca
podpostupnost kon¢i tymto prvkom. Aby sme to zistili, chceme najst najvacsie i také, Zze ¢; > a,. Potom je
zjavné, ze najdlhsia nerastica podpostupnost konéiaca prave pre¢itanym a, mé dizku i + 1.

No a kedze vieme, ze hodnoty ¢ st usporiadané podla velkosti, vieme hladané i najst v logaritmickom case
bindrnym vyhladédvanim. Navyse si po najdeni spravneho i vieme pre poziciu x zapamétat, Ze najlepsia po-
stupnost kondiaca tu vznikla prediZenim najlepsej postupnosti konciacej na pozicii d;. Z takto zapaméatanych
indexov vieme potom pre kazdd poziciu jednu najdlhsiu na nej konciacu podpostupnost efektivne zostrojit.

Ostdva nam posledny krok: zistit, ako sa hodnoty ¢; zmenia, ked na koniec spracovanej postupnosti priddme
prave precitani hodnotu a,.
Ukaze sa, ze zmena je vzdy len minimalna. Spomenme si, Ze v predchadzajicom kroku sme nasli najvicsie i
také, ze ¢; > a,. Teraz plati:
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e Pre kazdé j < i uz aj bez a, existuje j-prvkova nerastica podpostupnost konciaca prvkom vacsim alebo
rovnym a,. Hodnoty ¢; aZ ¢; sa teda nezmenia.

o Neméame ziaden sposob, ako vyrobit nerasticu podpostupnost dizky i + 2 a viac, ktord by konéila prave
prec¢itanym x. Ani hodnoty od ¢; 1o dalej sa teda nezmenia.

e Tym padom jediné, ¢o sa zmeni, je hodnota c; 1. Doterajsie ¢; 1 bolo ostro mensie ako a,, odteraz zjavne
mame ¢;41 = Qy.

Napriklad ak by sme pokracovali vo vysSie uvedenom priklade tym, Ze preéitame zo vstupu ako dalsi prvok
postupnosti hodnotu a, = 13, zmenila by sa hodnota ¢4 z 12 na 13. Ak by sme namiesto toho precitali a, = 12,
ostala by ¢4 = 12 a zmenila by sa ¢5 z —oo na 12.

Po precitani a spracovani n prvkov budeme mat nanajvys n-prvkovi najdlhsiu nerastiicu podpostupnost, preto je
v lubovolnom okamihu len O(n) prvkov postupnosti ¢ ktoré maji kone¢ént velkost. A teda bindrne vyhladdvanie
v nich bezi v ¢ase O(logn). Kazdy prvok zo vstupu teda preéitame a spracujeme v logaritmickom case, a tym
padom je celkova ¢asovd zlozitost tohto rieSenia O(nlogn).

V/Seobecné riesenie

Podmienku, Ze pre vSetky ¢ < j mé platit (a; — a;) < k(j — ¢), mdézeme upravit do ekvivalentnej podoby:
(ai—k~i) Z (aj—k-j).

Uvazujme teraz postupnost b; := a; — k - i. Tato postupnost ma pre vsSetky i < j spiniat b; > bj, ¢ize ma byt
nerastica. To je ale presne tloha, ktort uz vieme riesit. Staci teda pouzit na postupnost b vyssie popisané
rieSenie, a potom z opravenej postupnosti b dopocitat opraveni postupnost a.

Ostéva posledny technicky detail: Zadanie vyZzaduje, aby vSetky hodnoty opravenej a; lezali v rozsahu od 1 po 10°.
Na to staci, aby sme po vyssie popisanej uiprave (spravenej v neohranicenych celych ¢éislach, resp. 64-bitovych
premennych) vietky nové hodnoty, ktoré vysli vicsie ako 109, zmenili na rovné 10°.

Hodnoty po oprave vyssie popisanym spésobom su zjavne nadalej vSetky kladné. Hodnoty, ktoré nemenime,
vietky ostévajui v povolenom rozsahu, takze nad 10° mozu vybehnit len dopliiané nové hodnoty. No a rozborom
pripadov Iahko overime, Ze tym, Ze novym hodnotdm nedovolime prekroéit 10?, nemédzu vzniknit Ziadne zlé
dvojice indexov ¢ < j.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const long long INF = 1LL << 40;
const long long MAX_ALLOWED = 1000000000;

int main() {
int N, T;
long long K;
cin >> N >> K >> T;
vector<long long> A(N);
for (auto &a : A) cin >> a;

for (int 1i=0; i<N; ++1i) A[i] -= K=i;

vector<long long> best (1, -INF);
vector<int> best_index (1, -1), prev(N, -1);

for (int 1=0; i<N; ++1i) {
int lo = 0, hi = best.size();
while (hi - lo > 1) {
int med = (lo + hi) / 2;
if (best[med] >= A[i]) lo = med; else hi = med;
}
best.push_back (INF); best_index.push_back (-1);

prev[i] = best_index[hi-1];
best [hi] = A[i];
best_index[hi] = 1i;
if (best.back() == INF) { best.pop_back(); best_index.pop_back(); }
}
int longest = best.size() - 1;
cout << (N - longest) << endl;
if (T == 1) return 0;
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for (int 1i=0; i<N; ++1i) A[i] += K=i;

vector<bool> keep (N, false);
int where = best_index.back();
while (true) {

if (where == -1) break;

keep[where] = true;

where = prev([where];

}

int start = 0;

while (!keep[start]) ++start;

for (int 1=0; i<start; ++i) A[i] = A[start];

for (int i=start; i<N; ++i) if (!'keep([i]) A[i] = min( A[i-1]+K, MAX_ALLOWED );
for (int 1=0; 1i<N; ++1i) cout << A[i] << (i+1l==N ? "\n" : "_");

A-111-6  Sachisti

Ratingy tréningom len rasti, preto nikomu nikdy nesmieme zvysit rating nad jeho Zelany. Specidlne teda plat,

.....

zaciatku skontrolovat a potom vo zvysku riesenia predpokladat, ze pre kazdého plati r; < ¢;.

Uvazujme graf, ktorého vrcholy si Sachisti a hrany si priatelstvd medzi nimi.

Predstavme si, ze chceme dosiahnut, aby konkrétny c¢lovek x; dostal rating y. Na to zjavne v prvom rade musi
existovat iny clovek s, ktory momentalne presne tento rating mé. To ale samozrejme nestaci, eSte musime aj
vediet tento rating postupnymi tréningami dostat k cloveku x; — teda musi existovat v nasom grafe nejaka
cesta, po ktorej sa rating y vie dostat k ¢loveku x;.

Ktori sachisti mozu lezaf na tejto ceste? Len ti, ktorf mézu niekedy mat rating y. Tu si musime dat pozor na
dve veci. V prvom rade plati, ze ak Sachista zac¢ina s ratingom r; > y, nikdy nevie mat rating y. Taktiez ale
plati, ze ak m4 Sachista skoncit s ratingom ¢; < y, nesmieme ho nikdy natrénovat na vyssi rating y.

V nasom grafe platnou cestou pre ¢loveka x; bude preto cesta, ktora spiﬁa nasledovné podmienky:

1. Konc¢i clovekom x1, ktorého zelany rating je c,, = y.

2. Zacina c¢lovekom xo, ktorého zaciatoény rating je r,, = y.

3. Na celej ceste nie je ziaden sachista, ktory ma zaciatoény rating vacsi ako y.
4. Na celej ceste nie je ziaden Sachista, ktory ma zelany rating mensi ako y.

Malo by byt zjavné, Zze ak pre nejakého ¢loveka neexistuje platné cesta, tak nevieme nijak dosiahnut, aby dostal
svoj zelany rating, a teda rieSenie neexistuje.

Tiez by malo byt zjavné, ze ked takuto cestu najdeme, tak vieme dosiahnut, aby tento konkrétny jeden clovek
z1 dostal svoj zelany rating: postupne pozdlz cesty sa vietci nafi natrénuju.

Pouzitim takejto cesty samozrejme zmenime viacerym Sachistom ratingy a to moéze ovplyvnit existenciu podob-
nych ciest pre inych Sachistov. My ale tvrdime, ze ak to budeme robit sikovne, vsetko bude fungovat.

Tvrdenie: Celkové riesenie existuje prave vtedy, ak v povodnom grafe pre kazdého Sachistu existuje platné
cesta.

Dokaz: Cesty pouzijeme usporiadané podla ratingu y, od najmensieho po najvacsi.

Pre kazdého c¢loveka sa pozrime najskér na okamih, kedy ideme pouzit jeho cestu na to, aby on dostal svoj
zelany rating y. Doteraz sme pouzivali len cesty s ratingom < y, kazdy c¢lovek ma teda bud svoj zaciatocny
rating, alebo je jeho rating najviac y. Nevznikli ndm teda ziadni novi ludia s ratingom vac¢sim ako y, a teda nasu
cestu naozaj aj teraz mozeme pouzit: kazdy sachista, ktory na nej mohol byt na zaciatku, na nej stale moze byt.
No a teraz si uvedomme, ze akondhle zacneme pouzivat cesty s ratingom vac¢sim ako je rating y tohto ¢loveka,
tieto cesty nemdézu viest cez neho (uz na zafiatku pre ne nespliial poslednt podmienku), a teda jeho rating uz
ostane y az do konca.
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Lahsie Specialne typy grafov

Na kompletnom grafe je rieSenie nasej tlohy lahké: Staci, aby kazdy z cielovych ratingov ¢; existoval v mnozine
zaciato¢nych ratingov r;. Totiz ked sa kazda dvojica priateli, tak ako kazdd cestu vieme zobrat priamu hranu.

Na hviezde vsetky cesty vedil cez stred a len ten musime kontrolovat.

Na dlhej ceste si lahko uvedomime, ze ked chceme dostat rating y Sachistovi x, stac¢i uvazovat dve moznosti:
bud ho tam dostaneme od najbliZsieho Sachistu so zac¢iato¢nym ratingom y nalavo od z, alebo od najblizsieho
takého napravo. Staci teda pre tieto dve cesty skontrolovat, ¢i si platné. No a toto overenie vieme previest na
otdzky na minimum a maximum suvislého tseku v postupnosti, a na také otdzky vieme efektivne odpovedat
napr. tak, Ze si nad tou postupnostou postavime intervalovy strom.

Na malych grafoch (¢ uz stromoch alebo vSeobecnych) si vieme dovolit z kazdého ¢loveka spustit jedno prehla-
davanie grafu, a tym overit, ¢i pre neho existuje nejaké cesta. Respektive by stacilo prehladat cely graf raz pre
kazdt hodnotu cielového ratingu, ale asymptotickt ¢asovi zlozitost najhorsieho pripadu nam tato optimalizacia
nezmeni.

Velké stromy

Implementovanim rieseni pre vyssie popisané triedy grafov sa dalo dokopy ziskat 8 bodov (z ¢oho 6 za rieSenie
pre malé grafy). Ostdvaja posledné dva body. V tejto Casti si ukdZeme rieSenie, ktoré ziska ten deviaty tym, zZe
vyriesi sadu 8: velké stromy, v ktorych s zadiatocné ratingy r; navzajom rozne.

Pre kazdého sachistu x; existuje v celom strome nanajvys jeden Sachista zo, ktory ma na zaciatku jeho zelany
rating. Tym je urcena celd cesta pre z1, ostava len skontrolovat, ¢i je platna.

Cestu z 1 do x9 si vzdy vieme rozdelit na dve (mozno préazdne) cesty z1x3 a xoxs tak, aby obe isli v strome
len dohora. Vrchol z3, kde cestu rozdelime, je najblizsim spoloénym predkom z; a zs.

Staci teda, ak pre kazda cestu dohora stromom vieme povedat, aky najvicsi zaciatoény a aky najmensi zelany
rating na nej lez{. Na toto si vieme predpoéitat v ¢ase O(nlogn) uZitoéné idaje nasledovne: pre kazdy vrchol
2 stromu a kazdé ¢ (do ¢ = logyn) si spoditame toto maximum a minimum pre cestu, ktord ide z x dohora a
mé dlzku 27,

Podobné predpocitané tdaje vieme vyuzit aj na efektivne najdenie najblizsieho spolo¢ného predka. Viac detailov
o tomto algoritme najdete tu: https://www.ksp.sk/kucharka/lca/.

Kazdu cestu takto vieme celi skontrolovat v ¢ase O(logn). Toto rieSenie mé teda ¢asovi aj pamétovi zloZitost
O(nlogn).

Iné efektivne riesenie vieme spravit pomocou tzv. heavy-light dekompozicie stromu (https://en.wikipedia.
org/wiki/Heavy-1light_decomposition). Zakladnd myslienka je takd, ze ak je strom kosaty a plytky, tak sme
spokojni, lebo vSetky cesty su kratke a teda moézeme na otazky odpovedat hrubou silou. Vadia nam len stromy,
ktoré sa malo vetvia a st hlboké. Pri vyssie spomenutej dekompozicii sa ukaze, ze vieme v Tubovolnom strome
néajst maly pocet dlhych ciest tak, ze cely zvysok ostane kosaty. Pre kazdu cestu zvlast potom pouzijeme vyssie
popisané rieSenie pre cestu, no a zvysok stromu si uz moézeme dovolit spracovat hrubou silou.

Takéto riesenie kazdého Sachistu skontroluje v ¢ase O(log® n), a teda jeho celkové ¢asové zlozitost je O(nlog? n).
Paméitova zlozitost je len O(n).

Velké vseobecné grafy

Cely text odtialto az po koniec tychto vzorovych rieseni popisuje, ako ziskat posledny bod za tiito tlohu :)
Zoberme si konkrétny zelany rating y. Teraz si predstavme, Ze sme zmazali vrcholy, ktoré nemézu byt na ceste
pre tento rating. Ostani nam nejaké komponenty suvislosti. Kedy existuju cesty pre sachistov, ktori chci tento
rating? Zjavne prave vtedy, ked pre kazdy komponent plati: ,ak obsahuje niekoho so Zelanym ratingom y, musi
obsahovat aj niekoho so zaciatoénym ratingom y“.
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Pozrime sa teraz na nasledujici rating y + 1. Ako sa zmeni nas graf? Zacni existovat vrcholy, ktoré maju
zaCiatocny rating presne y + 1 a prestant existovat vrcholy, ktoré maji zelany rating presne y.

Malo by byt zjavné, ze ked budeme postupne iterovat cez vsetky ratingy, tak kazdy vrchol len raz zac¢ne a raz
prestane existovat.

Na ratingy, cez ktoré postupne iterujeme, sa moézeme divat ako na ¢as. Pre kazda hranu nasho grafu si vieme
spocitat interval ¢asov, pocas ktorych existuje: st to casy, kedy naraz existuju oba jej koncové vrcholy.

Samotny priebeh kontroly cesty

Na zaciatku si predspracujeme vrcholy, aby sme pre lubovolné y vedeli efektivne najst aj vrcholy s r; = y, aj
vrcholy s ¢; = y.

Predstavme si, ze uz mame zostrojené vyssie popisané komponenty stuvislosti pre nejaké konkrétne y — teda pre
kazdy vrchol vieme efektivne povedat ID komponentu, do ktorého patri.

Ako overime, ¢i pre toto y existuju vSetky potrebné cesty? Stac¢i najskor do prazdnej mnoziny pre kazdy vrchol s
¢; = y vlozit ID jeho komponentu, potom pre kazdy vrchol s r; = y z tej mnoziny odstranit ID jeho komponentu
(ak tam je), a na zaver skontrolovat, ¢i mnozina ostala prézdna.

Za cely beh riesenia bude kazdy vrchol raz takto vloZeny a (nanajvys) raz odstraneny, takze dokopy bude ¢as
straveny tymito kontrolami zanedbatelny oproti zvysku riesenia.

LenivejsSie ,hackerské“ rieSenie

Pre kazdy prechod z ¢asu=ratingu y na y+ 1 sa mdzeme pozriet na to, kolkym hrandm sa zmenfi stav. Zacinajic
od ¢asu 1 si teraz mdézeme ¢asovu os nasekat na kusy nasledovne: postupne zvysujeme koniec aktualneho tseku a
pocitame si zmeny stavu hran, ktoré sme videli, az kym neprideme na prechod, vratane ktorého by uz tento pocet
prekrocil v/m. Tam ukonéime aktudlny kus a od nasledujiceho ratingu za¢neme dalsi. Takto dostaneme O(y/m)
kusov a vnitri kazdého sa udeje nanajvys y/m zmien stavu hrany. (Na niektorych konkrétnych prechodoch,
ktoré skonc¢ili na hraniciach medzi tsekmi, sa méze diat takychto zmien aj radovo viac. Tieto zmeny ale nikdy
nebudeme spractvat!)

Pre kazdy interval casov teraz spravime nasledovné: Zostrojime si mnozinu hran, ktoré existuju pocas celého
toho intervalu, a druhd mali mnozinu hrén, ktoré pocas neho menia stav. Raz spravime prehladévanie (alebo
Union-Find) na prvej mnozine hran a nijdeme si komponenty suvislosti, ktoré im zodpovedaji. Potom zv1ast
spracujeme kazdy relevantny ¢as (t.j. taky, ktory zodpoveda niekoho Zelanému ratingu) v danom intervale.
Spracovanie konkrétneho ¢asu y vyzera nasledovne:

1. Prejdeme O(y/m) hrdn, ktoré menia stav pocas daného intervalu, a zistime, ktoré existuji v case y.
2. Pridame tieto hrany do grafu a v ¢ase priblizne priamo timernom ich poc¢tu urc¢ime nové komponenty.
3. Ked pozname tie, skontrolujeme vsetky vrcholy, ktoré chcti skoncit na tomto y.

Takéto riesenie bude mat asymptoticka casovi zlozitost niekde v okoli m+/m. Presné ¢asova zlozitost zavisi od
konkrétnej zvolenej implementéacie zostrojovania komponentov stvislosti a pouzitych datovych struktur.

EfektivnejSie rieSenia

Existuji aj rieSenia, ktoré pre vSeobecné grafy bezia dokonca v ¢ase O(mlogn). Ak sa chcete nad nejakym
zamysliet, pre inSpirdciu uvedieme napr. odkaz na link/cut stromy: https://en.wikipedia.org/wiki/Link/
cut_tree.

My si ukdzeme myslienkovo aj implementacne jednoduchsie riesenie, ktoré bude mat jeden logaritmus navyse —
pobeii teda v ¢ase O(mlog®n).

Predstavme si intervalovy strom nad ¢asovou osou. Pre kazda hranu grafu si mézeme najst interval ¢asov, pocas
ktorych existuje, a potom tento interval vlozif do tohto intervalového stromu. Tym dostaneme pre kazda hranu
O(logn) vrcholov intervalového stromu, ktoré dokopy zodpovedaji jej celému intervalu existencie. V kazdom z
tychto vrcholov si tiito hranu poznacime.

Teraz prehladdame do hibky cely tento intervalovy strom. Vzdy, ked vojdeme do vrcholu, tak v nom zapamatané
hrany zacnu existovat, a vzdy, ked vrchol opustime, tak existovat prestani. Zjavne teda vzdy, ked prideme do
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listu (t.j. vrcholu predstavujiceho jeden konkrétny ¢as y), budeme mat prave zostrojeni spravnu mnozinu hrén:
prave vsetky hrany, ktoré existuji v tomto case y. Mozeme teda teraz skontrolovat Sachistov, ktori chct skoncit
s ratingom y.

No a ako si pocas tohto celého udrziavat komponenty, aby sme tieto kontroly vedeli robif efektivne? Budeme
opif raz robit Union-Find, tentokrat Specificky s heuristikou ,;union by rank* ale bez kompresie ciest, aby sme
pri kazdej operécii Union spravili len jednu zmenu v paméti. (Takyto Union-Find m& zarufenu casovi zloZitost
O(logn) na operaciu.) Vzdy, ked priddvame hranu a robime nejakd zmenu v paméti pre Union-Find, uloZzime
si prepisané hodnoty na zasobnik. No a vzdy, ked chceme nejakd hranu odstranit, z vrchu zasobnika zoberieme
prepisané hodnoty a vratime ich spat.

Pre kazdy z O(nlogn) ,kusov hrdn* spravime konstantny pocet operacii s ddtovou struktirou Union-Find, ¢im
dostéavame slubovani ¢asovi zlozitost.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const string ANO = "ANO", NIE = "NIE";

int N, M, MAXR;

vector<pair<int,int> > E;

vector<int> R, C;

map<int, vector<int> > ponuka, potrebuje;

struct zmena { int x, y, byvaly_rank_x; };
struct union_find {

vector<int> otec, rank;
vector<zmena> undo_log;

union_find(int N) { otec.resize(N); iota(otec.begin(),otec.end(),0); rank.resize(N); }
int sef(int x) { if (x==otec[x]) return x; else return sef (otec([x]); }
bool spoj(int x, int y) {

x = sef(x); y = sef(y); if (x == y) return false;

if (rank[x] < rank[y]) swap(x,y);

undo_log.push_back( { x, y, rank[x] } );

otecly] = x;

rank[x] = max( rank[x], rank[yl+1l );

return true;
}
void undo (int pokial) {
while (int (undo_log.size()) > pokial) {

zmena z = undo_log.back(); undo_log.pop_back();
rank[z.x] = z.byvaly_rank_x;
oteclz.y] = z.y;

}i

struct intervalac {
int L;
vector< vector< vector<int> > > data;
intervalac (int N) {
data.clear () ;
for (L=0; ; ++L) {
data.push_back ( vector< vector<int> > (1<<L) );
if (int (data.back().size()) >= N+3) break;
}
}
void vloz_interval (int id, int lo, int hi, int wx=0, int wy=0, int wlo=0, int whi=-1) {
if (whi==-1) whi = 1<<L;
if (lo <= wlo && whi <= hi) { datalwx][wy].push_back(id); return; }
if (hi <= wlo || whi <= lo) return;
vloz_interval (id, lo, hi, wx+l, 2*wy, wlo, (wlo+whi)/2);
vloz_interval(id, lo, hi, wx+l, 2*wy+l, (wlo+whi)/2, whi);
}
bool prejdi(union_find &UF, int, int, int, int);
i

pair<int, int> interval_hrany (int m) {
// mozno-prazdny uzavrety interval casov, v ktorych existuje hrana m
return { max( R[E[m].first], R[E[m].second] ), min( C[E[m].first], C[E[m].second] ) };

}

void compress (vector<int> &R, vector<int> &C) {
set<int> X;
for (int x : R) X.insert (x);
for (int x : C) X.insert (x);
map<int, int> rename;
int id = 0;
for (int x : X) rename[x] = ++id;
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MAXR = id;
for (int &x : R)
for (int &x : C)

X = rename[x];
X = rename[x];

}

bool intervalac::prejdi (union_find &UF, int wx=0, int wy=0, int wlo=0, int whi=-1) {
if (whi==-1) whi = 1<<L;
// pridaj hrany, ktore su v aktualnom vrchole
int aktualny_stav = UF.undo_log.size();
for (int m : datalwx][wy]) UF.spoj( E[m].first, E[m].second );
// ak si v liste, spracuj ho, ak nie, rekurzivne sa zavolaj
bool return_value;
if (whi - wlo == 1) {
int rating = wlo;
set<int> komponenty;
for (int x : potrebuje[rating]) komponenty.insert( UF.sef(x) );

for (int x : ponukal[rating]) komponenty.erase( UF.sef(x) );
return_value = komponenty.empty();
} else {

return_value = prejdi(UF, wx+l, 2xwy, wlo, (wlo+whi)/2);
if (return_value) return_value = prejdi (UF, wx+l, 2xwy+l, (wlo+whi)/2, whi);

}

// pri odchode odober hrany
UF.undo (aktualny_stav);
return return_value;

}

string vyries() {
cin >> N >> M;
R.clear(); R.resize(N); C.clear(); C.resize(N);
for (int &x : R) cin >> x;
for (int &x : C) cin >> x;
compress (R, C);
E.clear();
for (int m=0; m<M; ++m) { int x, y; cin >> x >> y; E.push_back({x,vy}); }

for (int n=0; n<N; ++n) if (C[n] < R[n]) return NIE; // nikomu nevie klesnut rating
ponuka.clear(); potrebuje.clear();

for (int n=0; n<N; ++n) ponuka[R[n]].push_back (n);

for (int n=0; n<N; ++n) potrebuje[C[n]].push_back(n);

for (int ¢ : C) if (ponuka.count(c) == 0) return NIE; // rating cloveka c nik nema

intervalac T (MAXR);

for (int m=0; m<M; ++m) {
int tz, tk; tie(tz, tk) = interval_hrany (m);
if (tk < tz) continue;
T.vloz_interval(m, tz, tk+l);

}

union_find UF (N);

if (T.prejdi(UF)) return ANO; else return NIE;

int main() {
int TC; cin >> TC; while (TC--) cout << vyries() << endl;
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