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B-1I-1 Byrokracia

Ministerstvo zo zadania si vieme reprezentovat ako graf. Kanceldrie budu vrcholy a prechody medzi nimi volame
(orientované) hrany, pricom vrchol a; (alebo al[il) je nasledovnikom vrchola i.

Pripomenieme, Ze cyklom voldme takd postupnost k£ > 1 vrcholov vy, vs . .. vy, pre ktort plati, Ze a,, = v, ay, =
V3 ...0y, = V1.

Ak névstevnik ministerstva zacne cestu vo vrchole, ktory je na cykle, kjym sa zopakuje nejaky vrchol, spravi
presne tolko krokov, aks je dizka tohto cyklu.

Pre vrcholy, ktoré nie st na cykle, ale ich nasledujiici vrchol na cykle je, vieme odpoved tiez. Je to dizka cyklu
plus jedna.

Vo v8eobecnosti, ak x je vrchol mimo cyklu, a[z] je nasledovnik vrchola z, a d[y] je rieSenie tlohy pre vrchol y,
tak plati:

dz] = d[a[z]] + 1
Teda, riesenie pre vrchol z je o 1 vicsie ako riesenie pre vrchol, do ktorého vedie hrana z vrchola z.

Tento typ myslienok, ,najprv spoc¢itam d[al[x]], az potom na zaklade toho spocitam d[x] “, sa obvykle dobre
programuje pomocou rekurzie (rekurzivnej funkcie).
def calculate (x):
if x je na cykle:
return dlzka_cyklu[x]

else:
return calculate(a[x]) + 1

Typickym problémom rekurzii je, ze sa ndm moze stat, ze rovnaké veci pocitame zbytocne vela krat. Napriklad,
pre vstup a[0] = al[1] = a[2] = 3, a tiez al[3] = 4, a[4] = 5, a[5] = 5,

e
0530 O~

by sme postupne mohli volat:

e calculate(0) — calculate(3) — calculate(4) — calculate(5) — vrchol 5 je na cykle
o calculate(l) — calculate(3) — calculate(4) — calculate(5) — vrchol 5 je na cykle

e calculate(2) — calculate(3) — calculate(4) — calculate(5) — vrchol 5 je na cykle

Funkciu calculate() s argumentami 3, 4 a 5 volame opakovane, jej hodnota je vsak zakazdym taka ista.
Pri tychto volaniach preto robime zbytoént pracu navyse. Rozumnejsie by bolo zapamaétat si odpoved a volat
funkciu pre kazdé x len raz.

e calculate(0) — calculate(3) — calculate(4) — calculate(5) — vrchol 5 je na cykle
e calculate(1) — odpoved pre vrchol 3 uz pozname

e calculate(2) — odpoved pre vrchol 3 uz pozname

N4&s program by sme upravili nasledovne pridanim pola memo.

memo = {}
def calculate(x):
# ak uz pozname odpoved pre x, usetrime si cas
if x in memo:
return memo [x]
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# v opacnom pripade vysledok vypocitame a ulozime ho do memo[x]
if x je na cykle:
memo [x] = dlzka_cyklu[x]
else:
memo [x] = calculate(al[x]) + 1
return memo [x]

Ostéva nam edte zistit, & je vrchol na cykle a akid dizku dany cyklus mé.

Nemysliac na casovu zlozitost, ak chceme najst vsetky cykly, mohli by sme zacat postupne v kazdom vrchole,
a pustit z neho simuldciu pohybu po ministerstve. Akonahle nijdeme vrchol, ktory sme uz navstivili v danej
simulécii, vieme, ze sme na cykle.

Nasledne spravime este niekolko krokov, kym znova nenavstivime dany vrchol, ¢im efektivne prejdeme cely
cyklus este raz a zaroven odmeriame jeho dlzku, pretoze pocas tejto prechadzky sme spravili tolko krokov, aka
je dizka cyklu. Nakoniec prejdeme cyklus este posledny krat, aby sme si pre vrcholy na fiom zapisali zistent
dlzku cyklu.

Pre efektivnu casovu zlozitost je dodlezité pustat spominani prechadzku po cykle len raz pre kazdy cyklus na
ministerstve. To spravime tak, Ze si budeme pamatat, pre ktoré vrcholy sme uz zistili, Ze st na cykle a nebudeme
pustat hladanie zbyto¢ne druhykréat.

Celé sa to dd implementacne spojit dokopy tak, ze kazdy vrchol za¢ne v stave ,nenavstiveny“, pri prvom volani
funkcie calculate(x) prejde do stavu ,navstiveny prvykrat“, a potom bud zistime, ze sa vrchol nachadza
na cykle (a zapamétdme si dizku cyklu), alebo zistime, Ze sa na cykle nenachidza a spocitame odpoved ako
calculate(al[x]) + 1.

Casova zlozitost je linedrna od pocétu kanceldrii, teda O(n), pretoze pre kazdy vrchol najviac dvakrat zavoldame
funkciu calculate(x) a funkcia mark_loop(x) prejde kazdym vrcholom tiez najviac dvakrat.

Listing programu (Python)
import sys

sys.setrecursionlimit (4_000_047)

n = int (input ())

a = [int(x) - 1 for x in input () .split ()]

# —-2: nenavstiveny

# -1: navstiveny, ale nevieme ci je na cykle
# >0: odpoved pre dany vrchol

memo = [-2 for _ in range(n)]

def calculate (x):
if memo[x] > 0:
return memo [x]

if memo[x] == -1:
# ak uz sme v tomto vrchole boli, pomocou osobitnej funkcie
# nastavime pre vsetky vrcholy na cykle: memo[x] = <dlzka_cyklu>

mark_loop (x)
return memo [x]

# toto nam pomoze najst opakujuci sa vrchol
memo [x] = -1

# ak vrchol nie je na cykle, tak ‘res' je odpoved
# mozno ale vnutri rekurzie zistime, ze vrchol je na cykle
# preto aktualizujeme info, iba ak memo[x] < 0
res = calculate(al[x]) + 1
if memo[x] < 0:
memo [xXx] = res
return memo [x]

def mark_loop(start):
length = 1
current = a[start]
while current != start:
current = al[current]
length += 1

current = start

for _ in range(length):
current = a[current]
memo [current] = length

for i in range(n):
calculate (i)
print ("_".join(map(str, memo)))
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B-11-2 Asfaltovanie

RieSenie hrubou silou

Ak vSetky pokusy o najdenie efektivneho rieSenia tlohy zlyhaju, oplati sa zamysliet nad rieSenim hrubou silou.
V tomto pripade je najpriamociarejsia moznost pre dany pocet tsekov a firiem vygenerovat vsetky moznosti
asfaltovania vyhovujice regulaciam. Ak ani jedna moznost nevedie k asfaltovaniu na vstupe, mame istotu, ze
asfaltovanie neprebehlo podla regulacii.

Aby sme overili asfaltovanie na vstupe, musime v najhorSom pripade vyskusat vSetky mozné poradia, v akych
mohli firmy asfaltovat. Takychto poradi je prave k- (k — 1) - (k —2)...2 -1, teda k! (k faktoridl). Pre jedno
konkrétne poradie vsak stale existuje mnoho roznych koncovych vysledkov vyasfaltovania. Poradie v akom firmy
asfaltovali totiz neurcuje vysledné vyasflatovanie. Pri kazdej firme zélezi, na ktorom tseku asfaltovanie zacalo a
skoncilo a tychto moznosti mame pre jednu firmu w, teda O(n?). Nastastie, nie je potrebné skusat vietky
tieto asfaltovania.

Nech méme na vstupe nasledovné asfaltovanie:
112322441

Ktoré useky mohla asfaltovat firma ¢islo 27 Zo vstupu vidime, Ze firma 2 urcite asfaltovala treti, piaty a siesty
usek. To ale znamend, Ze tato firma musela zacat asfaltovat na tretom dseku alebo skér a skoncit na Siestom
useku alebo neskor. Mozeme si vSak uvedomit, ze sktsat asfaltovanie, ktoré zacina pred tisekom 3 alebo konéi po
tseku 6 je zbytocné. Kedze na dosiahnutie asfaltovania na vstupe nemohla tato firma asfaltovat tseky pred 3 a
po 6 ako poslednd, aj keby ich vyasfaltovala, bol by jej asfalt prekryty. Ak by teda firma 2 v nejakom sprdvnom
asfaltovala viac usekov, prejavilo by sa to rovnako, ako keby asfaltovala len tUseky od 3 po 6.

Pre zjednodusenie si vezmime jednu konkrétnu firmu a vsSetky useky, na ktorych asfaltovala posledna. Prvy
takyto tsek budeme nazyvat zaciatocny tdsek firmy a posledny takyto tsek bude koncovy usek firmy. Tymto
dvom a vSetkym tisekom medzi nimi budeme hovorit oblast firmy.

Staci teda, aby nase rieSenie postupne prechadzalo vSetkych k! moznych poradi v akych mohli firmy asfaltovat.
Pre kazdé takéto poradie si odsimulujeme, k akému vyasfaltovaniu by viedlo ak by kazda firma asfaltovala
iba svoju oblast, teda od svojho zaciatocného po koncovy usek. Hodnoty zaciato¢nych a koncovych tsekov si
predpocitame dopredu.

Pomerne jednoduchd implementacia tohto pristupu v jazyku Python:

Listing programu (Python)

import itertools

n, k = [int(x) for x in input().split()]
useky = [int(x) for x in input () .split ()]
zac = (k+1) * [None]
kon = (k+1) = [None]

for 1 in range(n):
posledna_firma = useky[i]
zac[posledna_firma] = zac[posledna_firma] if zac([posledna_firma] != None else i
kon[posledna_firma] i

for poradie in itertools.permutations(list (range(l, k+1))):

oasfaltovanie = n * [None]
for firma in poradie:
if zac[firma] == None:
continue
for i in range(zac[firma], kon[firma]+1):
oasfaltovanie[i] = firma
if oasfaltovanie == useky:
print ("ANO")
exit (0)

print ("NIE")

Casova zlozitost takto implementovaného riesenia je O(n - k - k!). Postupne prechiddzame vietky permutécie
poradia firiem. Pre kazdé poradie sa potom pokisime zostrojit asfaltovanie na vstupe. Pamétfova zlozitost
rieSenia je O(n + k). Napriek relativnej neefektivite takéto riesenie staci na zisk 3 bodov.
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Dévame este do pozornosti premenni k vystipujicu v odhadoch zlozitosti. Napriek tomu, Ze tito premennu
vieme zhora ohranicit n, jej uvedenie ndm umoziiuje uviest tesnejsi horny odhad.

RieSenie odzadu

Cesta k efektivnejsiemu rieseniu vedie cez zamyslenie sa nad tym, ako proces asfaltovania prebiehal. V kazdom
momente (az na uplny zafiatok) uz nejaky asfalt poloZeny bol a firma novym asfaltom prekryla nejaki stvisli
cast. Vieme tento proces spitne odsimulovat? Vieme pre priklad zo zadania povedat, ktora firma pokladala
asfalt ako posledna?

V tomto pripade urcite nemohla posledna asfaltovat firma 1. T4 totiz musela vyasfaltovat vSetko od zaciatoéného
useku 1 po koncovy usek 9, tseky 3 az 8 st vSak pokryté inym asfaltom, ktory musel byt naneseny neskor. Z
rovnakého dévodu nemdze byt poslednou firmou firma ¢islo 4, a kedze firma 3 na vstupe ani nie je, bola cela
preasfaltovana a urcite nebola poslednd v poradi. Jedinymi moznostami siu teda firmy 2 a 5, pretoze oblasti
tychto dvoch firiem nie st prekryte asfaltom Ziadnej inej firmy.

Téato Gvaha ndm vSak déva navod na dalsie riesenie. Ak vieme, ktord firma pokladala asfalt ako posledna,
mozeme ho odstranit a tym sa akoby vratit v case.

Situacia pred asfaltovaniami firiem 2 a 5 vyzerala nasledovne:

114477741

Vieme v tejto novovzniknutej situdcii urcit, ktora firma asfaltovala posledna? Je zjavné, ze poslednou asfaltu-
jucou firmou je firma 4. K urceniu tejto firmy sme pouzili rovnaké argumenty ako v predchadajicej situécii.
Riesenim je teda iterativne odstranovat asfalt poslednej asfaltujicej firmy. Ak tymto procesom dospejeme k
povodnej ceste, vieme, ze vyasfaltovanie na vstupe prebehlo podla regulécii. Proces asfaltovania podla regulacii
sme totiz prave odzadu odsimulovali.

Ako pre Iubovolné vyasflatovanie urcit posledni asfaltujicu firmu? Vieme, Ze to je firma, ktorej asfalt bol
polozeny posledny a tak oblast tohto asfaltu neméze obsahovat asfalt ziadnej inej firmy.

Trik, ktorym si zjednodusime implementdciu a nezhorsime casovu zlozitost, je si pred kazdym vyhladavanim
poslednej asfaltujicej firmy skomprimouvat savislé iseky do jedného. To znamena, Ze opakované vyskyty tej istej
firmy na niekolkych tsekoch po sebe budeme reprezentovat jednym tsekom.

Prijemnou vlastnostou takejto reprezentacie je, ze oblast kazdej firmy, ktord neobsahuje asfalt inej firmy bude
pri takomto spracovani reprezentovana prdve jednym tsekom. Medzi zaciatoénym a koncovym tsekom tejto
firmy sa totiz mohli nachadzat iba tseky patriace tejto firme.

Ked najdeme firmu, ktora asfaltovala ako posledna, jej usek z nasej reprezentacie odstranime a zopakujeme
kompriméciu.

Pri rieSeni si treba uvedomit este dve veci. Cisla niektorych firiem sa na vstupe neobjavuji vobec, lebo ich
oblasti boli celé preasfaltované. Takéto firmy vsak moézeme ignorovat, kedze Tahko im vieme doplnit asfaltovanie
spiﬁajflce reguldcie, napr. tieto firmy asfaltovali ako prvé Tubovolné useky.

Taktiez sa v niektorych momentoch moéze stat, Ze viacero firiem je kandiddtom na poslednt asfaltujicu firmu,
ako je tomu aj v priklade vyssie, ked to boli firmy 2 a 5. Tieto firmy st vSak od seba nezavislé, kedze ich oblasti
sa z definicie nemdzu prekryvat. Je preto jedno v akom poradi ich spracujeme.

Listing programu (Python)

def skomprimuj(useky: list[int]) -> list[int]:
bez_duplikatov = [useky[0]
for usek in useky:
if usek != bez_duplikatov[-1]
bez_duplikatov.append (usek)
return bez_duplikatov

def odstran_poslednu_firmu(useky: list[int], k: int) -> list[int]:
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if not useky:
return useky
bez_duplikatov = skomprimuj (useky)
pocet_vyskytov = (k+1) * [0]
for firma in bez_duplikatov:
pocet_vyskytov[firma] += 1

return [usek for usek in bez_duplikatov if pocet_vyskytov[usek] != 1]
n, k = [int(x) for x in input () .split ()]
useky = [int(x) for x in input () .split ()]
for _ in range (k) :

useky = odstran_poslednu_firmu(useky, k)
if not useky:

print ("ANO")

exit (0)

print ("NIE")

Toto rieSenie mé casovi zlozitost O(kn), kedZe nanajvys k-krat odstranime asfalt poslednej asfaltujicej firmy.
Jedno takéto odstranenie sa sklada zo:

o Skomprimovania vSetkych stuvislych tsekov asfaltovanych rovnakou firmou v éase O(n).

o Identifikovania, ktoré sivislé oblasti rovnakého asfaltu neobsahuju ziadny iny asfalt (nachadzaju sa v
skomprimovanej reprezentécii préve raz) taktiez v ¢ase O(n).

Paméitova zlozitost je O(n + k).

Prave dva useky kazdej firmy

Podme sa teraz pozrief na rieSenie podilohy, v ktorej sa ¢islo kazdej firmy na vstupe vyskytuje prave dvakrat,
¢im s presne definované oblasti kazdej firmy. Sposob akym mdzeme pristupovat k rieSeniu je zamysliet sa nad
roznymi moznostami prekryvu oblasti dvoch réznych firiem. Tieto moznosti si:

e Dve oblasti sa neprekryvaju.
e Dve oblasti sa prekryvaju ¢iastocne.

e Dve oblasti sa prekryvaju tuplne, teda jedna je kompletne obsiahnutd v druhej.
V nasledovnom vyasfaltovani:
11233424

sa oblasti firmy 1 a 3 neprekryvaju, oblast firmy 2 a 4 sa prekryvaju ¢iastoCne a oblast firmy 3 lezi celd v oblasti
asfaltovanej firmou 2.

Ak sa oblasti neprekryvaji, mozeme ich riesit nezavisle od seba. Ak maju tplny prekryv, tak je zjavné, ze najprv
musela byt asfaltovana vacsia oblast, a az potom t4 mensia, ktord je v nej obsiahnuta.

Problematické je ale ¢iastoéné prekrytie dvoch oblasti, kedy poradie firiem spliiajice reguldcie neezistuje. Nech
totiz ako prvi vyasfaltujeme lubovolni z nich, pri asfaltovani druhej prekryjeme jeden z krajnych tsekov prvej
oblasti. Ak by sme teda vedeli identifikovat takéto situacie, vedeli by sme, kedy pre vstup neexistuje ziadne
asfaltovanie vyhovujice regulacidm.

Pre upresnenie, ¢iastoény prekryv dvoch oblasti nastava vtedy, ked sa v oblasti nejakej firmy nachidza zacia-
tocny, ale nie koncovy tsek nejakej inej firmy.

Nase riesenie bude prechddzat vstup zlava doprava (od prvého po posledny tisek). V kazdom momente si budeme
uchovavat zoznam tzv. aktivnych firiem. To si firmy, na ktorych zaciatoény tUsek sme uz narazili, avsak sme
zatial nenarazili na ich koncovy usek.

Ked ndjdeme zaciato¢ny usek nejakej firmy, priddme si ju do zoznamu aktivnych firiem. Ked narazime na
koncovy tsek nejakej firmy fron, prirodzene ju zo zoznamu odstranime. Predtym ale potrebujeme zistit, ¢i
neexistuje firma f, ktorej zaciato¢ny usek prisiel niekedy po zac¢iato¢nom tseku firmy fion, ale je stale medzi
aktivnymi firmami. To by znamenalo, Ze firmy fi,, a f sa prekryvaji. Nato ndm staci zistit, ¢i existuje aktivna
firmy, ktoré sa stala aktivnou po firme fiop.
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Aby sme toto vedeli robit efektivne, budeme si drzat zoznam aktivnych firiem zoradeny podla poradia, v ktorom
sa stali aktivnymi. Ked narazime na zaciatoény usek nejakej firmy, firmu pridime na koniec tohto zoznamu a
naopak, pri spracovavani koncového tseku nejakej firmy budeme tito firmu hladat na konci zoznamu. Ak sa
tam nenachadza, znamena to, Ze nejaka ina firma je aktivna a bola pridana do zoznamu neskér. Z toho vyplyva,
ze sme objavili dve Ciasto¢ne sa prekryvajice firmy a riesenie neexistuje.

Pre dplnost musime este zdovodnit, Ze ak sa ziadne ¢iastoCné prekrytie na vstupe nenachadza, tak existuje
asfaltovanie vyhovujice regulaciam. To sa vSak dd dokézat vyuzitim rieSenia odzadu. Ak sa totiz oblasti firiem
prekryvaji vzdy bud tplne alebo vobec, musi vzdy existovat firma, ktorej oblast neobsahuje oblast Ziadnej inej
firmy. To ale znamenad, ze zaCiatocny a koncovy usek tejto firmy lezi vedla seba. Moézeme si teda povedat, ze
tato firma asfaltovala ako poslednd a vymazat jej patriace useky.

Casova aj pamitova zlozitost takéhoto riesenia je O(n + k).

Listing programu (Python)

n, k = [int(x) for x in input () .split()]
useky = [int(x) for x in input () .split ()]

zac
kon

= (k+1) * [None]

= (k+1) % [None]

for 1 in range(n):
posledna_firma = useky[i]

zac[posledna_firma] = zac[posledna_firma] if zac[posledna_firma] != None else i
kon[posledna_firma] = i
aktivne = []
for i, firma in enumerate (useky):
if zac[firma] == i: # zaciatocny usek
aktivne.append (firma)
if aktivne[-1] !'= firma:
print ("NIE")
exit (0)
if kon[firma] == i: # koncovy usek

aktivne.pop ()
print ("ANO")

Vzorové riesSenie

Vo vzorovom rieseni si treba predefinovat, ¢o znamena prekryvanie oblasti. Kazdd oblast konkrétnej firmy
obsahuje niekolko tsekov, ktoré vo vyslednom asfaltovani patria prave tejto firme. Tieto tiseky moézeme volat
dolezité useky firmy. Specificky patri medzi dolezité tseky aj zaciatoény a koncovy tisek oblasti.

Prekryv oblast{ nasledne definujeme:

e Dve oblasti sa neprekryvaji, ak nemaju ziaden spolo¢ny tsek.

e Oblast firmy x Uplne prekryva oblast firmy y vtedy, ak je oblast y podmnozZinou oblasti x a zaroven
ziaden dolezity usek x nepatri do oblasti y.

e Oblast firmy x sa ¢iasto¢ne prekryva s oblastou y vtedy, ked existuje dolezity usek x, ktory lezi v oblasti
y a zaroven existuje taky dolezity tsek x, ktory v oblasti y neleZi.

Mozete si rozmysliet, ze ak mé kazda oblast prave dva doélezité useky — zaciatoény a koncovy — su tieto definicie
totozné s tymi predchddzajicimi.

Na riesenie pouzijeme ten isty pristup ako predtym. Udrziavame si zoznam aktivnych firiem usporiadany podla
¢asu pridania. Postupne prechddzame cez vstup zlava doprava. Ak narazime na zaciatok oblasti, priddme firmu
medzi aktivne firmy. Ak narazime na koniec oblasti, skontrolujeme, Ze tato firma ja na vrchu poradia aktivnych
firiem, a potom ju odtial odstranime.

A ak narazime na vyskyt firmy x mimo zaiatku a konca (dolezity tisek z), musime si uvedomit, Ze aj v tomto
pripade musi byt na vrchu poradia aktivnych firiem prave z. Ak by na vrchu poradia bola firma y, znamenalo
by to, ze oblast y zacala az po oblasti x, obsahuje vSak tento dolezity tsek z, ¢o vytvori ¢iastocny prekryv.
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Predosla implementacia bola napisand vseobecne a v skuto¢nosti neriesi iba Specificky pripad dvoch vyskytov
pre kazdu firmu, ale aj tento vSeobecnejsi. Mozete sa k nej vratit a rozmysliet si, ako bude pracovat s dolezitymi
usekmi.

B-11-3 Pecieme makrénky

Ako sme v zadani naznacili, v tejto tlohe, podobne ako v domécom kole, ideme skisat moznosti hrubou silou
(s roznymi tirovitami Sikovnosti).!

Skiasame vSetkych permutacii

Zactneme tym, ako vobec nejaké moznosti vygenerovat. Ak ste vyriesili tretiu tlohu z doméceho kola, mohlo

vam napadnut zobrat si postupnost aq,as, ..., as, v ktorej je kazdé cislo od 1 po 2n prave raz.

Nasledne vieme popéarovat prvi makronku v postupnosti s druhou, tretiu so stvrtou, atd., teda dostaneme péary
(al,ag),(a37a4),...,(a2n_1,a2n).

Vieme si jednoducho overit, Ze ak prejdeme cez vietky permutdcie® &isel od 1 po 2n, tak naozaj prejdeme cez
vSetky moZnosti popdrovania polmakrénok. Ak si zoberieme popdarovanie (b, bs), (b3, bs), ..., (ban—1,bay), tak
postupnost b1, bs, ..., b2, _1,bo, je permutacia cisel 1 az 2n.

Sta¢i ndm teda prejst cez vSetky permutacie ¢isel od 1 po 2n, pre kazdd permutaciu sparovat prvé dve, druhé
dve, atd., polmakronky, overit, ¢i takto vznikni akceptovatelné makrénky a ak dno, aka je ich vysledna krasa.
Na prechod cez vsetky permutacie vieme pouzif knizni¢né funkcie z domaceho kola, napr. next_permutation
v C++, alebo permutations() v pythone.

Takyto algoritus vyskusa (2n)! moznosti a vie ziskat tri body.

Listing programu (C++)

#include<bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
int n;
cin >> n;
vector<vector<int> > k(2 * n, vector<int>(2 * n));
for (int 1 = 0; 1 < 2 * n; i ++) {
for(int j = 0; Jj < 2 % n; j ++)
cin >> k[1][]j];

}

// zacneme s P = {0,1,..., 2n - 1}

// polmakronky cislujeme od 0

vector<int> P;

for (int 1 = 0; 1 < 2 % n; i ++) P.push_back(i);

vector<pair<int, int> > makronky;

int najkrajsie = -1;
do {
int krasa = 0;
// spocitame krasu sparovania
for (int 1 = 0; 1 < n; 1 ++) {
if (k[P[2 % 1i]][P[2 » 1 + 1]] == -1) {
krasa = -1;
break;

}
else krasa += k[P[2 » i]][P[2 * 1 + 1]1];
}

if (krasa < 0) continue;

// skontrolujeme, ci toto je doteraz najlepsia permutacia
if (krasa > najkrajsie) {
makronky.clear ();
for (int i = 0; 1 < n; 1 ++)
makronky.push_back ({P[i % 2], P[1 * 2 + 1]});

LAk by vés zaujimalo preéitat si viac o polynomidlnom rieseni, vyhladajte Edmonsov algoritmus https://en.wikipedia.org/
wiki/Blossom_algorithm
2Permutécia dizky 2n je postupnost, v ktorej je kazdé ¢&islo od 1 po 2n préave raz
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najkrajsie = krasa;

}
} while (next_permutation (P.begin(), P.end()));
if (najkrajsie < 0) {

cout << "neda_sa\n";

}

else {
cout << najkrajsie << endl;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1 ++)

cout << makronky[i].first + 1 << "_"
<< makronky[i].second + 1 << endl;

NeskiSame moznosti viackrat?

Ked rozmyslame, ako toto riesenie zlepsit, mali by sme sa zamysliet nad tym, ¢i moznosti neskiisame viackrat.
Zoberme si nejaké sparovanie polmakrénok, napriklad (1,2),(3,4) pre n = 2. Toto jedno spérovanie dostaneme
az z 8 permutacii: 1,2,3,4, 1,2,4,3,2,1,3,4, 2,1,4,3,3,4,1,2, 3,4,2,1,4,3,1,2a4,3,2,1.

Ako teda riesenie zlepsit? Ak ste riesili podobni tlohu z doméceho kola (tilohu B-I-3), mohlo vAm napadnut
zamerat sa na prva makréonku. Musi byt sparovand s nejakou inou makrénkou, a na poradi v rdmci paru, a ani
na poradi paru medzi ostatnymi parmi v permutécii nezalezi.

Tvrdime teda, ze sta¢i vyskusat permutacie kde je 1 na prvom mieste. Preco? Zoberme si nejaké sparova-
nie polmakrénok, (1,az), (a3, a4), ..., (a2n—-1,a2,) (prvd polmakréonka je spojend s as-tou). Potom postupnost
1,as,as,...,as, je permutdcia, ktord tvori nase pary.

Postacuje teda prechod cez vetky permutécie ¢isel od 2 po 2n (resp. cez vSetky premutacie od 1 po 2n kde je 1
na prvom mieste), ¢o vieme opéf spravit pomocou knizniénych funkcii. Dokopy vyskiSame (2n — 1)! mozZnosti,
za Co vieme ziskat 5 bodov.

Listing programu (Python)
from itertools import permutations

n
k

int (input ())
[list (map(int, input().split())) for in range (2 * n)]

postupnost = [i for i in range(l, 2 % n)]
najlepsie = None

for permutacia in permutations (postupnost) :
# spoéitame, &éi makronky daju takto sparovat
krasa = k[0] [permutacia[0]]
if krasa < 0:

continue
for 1 in range(l, 2 * n - 1, 2):
if k[permutaciali]] [permutaciali + 1]] < O:
krasa = -1
break
krasa += k[permutacia[i]] [permutaciali + 1]
if krasa >= 0 and (najlepsie == None or najlepsie[0] < krasa):
najlepsie = (krasa, permutacia)
if najlepsie == None:
print ("neda_sa")
else:
print (najlepsie (0], "\nl_{}".format (najlepsie[1][0] + 1)
for 1 in range(l, 2 » n - 1, 2):
print ("{}_{}".format (najlepsie[l][i] + 1, najlepsie[l][i + 1] + 1)

Opustame kniznicné funkcie: kazda moznost prave raz

Podme spét k tvahe s prvou polmakrénkou. Zjavne musi byt sparovand s nejakou zo zvysnych 2n — 1 polmak-
rénok. Ak jej vyberieme péar, ostane ndm 2n — 2 makrénok ktoré treba popérovat.

Tam ale vieme pouzit rovnakd tvahu. Nespdrovand makrénka s najmensim ¢éislom (bud ¢islo 2 alebo 3, ak
prva makrénka je (1,2)) musi byt sparovand s niektorou zo zostavajtcich polmakrénok. Mame 2n — 3 moznosti
s ktorou. Cfm nam ostane 2n — 4 nesparovanych polmakrénok, z ktorych ako daliu mézeme sparovat ti s
najmensim ¢islom.
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Robime vlastne stéle to isté, iba so zmensujicim sa po¢tom polmakrénok. To znie ako rekurzia!

Ako z toho teda spravit algoritmus? Majme napriklad funkciu, sparuj_polmakronky() ktord pre danych 2k
polmakronok vrati ich vSetky mozné sparovania.

Ak zavoldme sparuj_polmakronky () na presne dve polmakrénky, mame jediny mozny par. Ak funkciu zavolame
pre 2k > 4 polmakrénok, vyberieme jednu z nich (napr. ti s najmensim ¢&islom) a zvolime, s ktorou zo zvysnych
2k — 1 polmakrénok ju sparovat.

Pre kazdy takyto par (nazvyme ho (a, b)) si zoberieme pole polmakrénok bez a, b (ostane ndm 2k — 2 polmakré-
nok), a rekurzivne zavoldme funkciu sparuj_polmakronky() na tieto ostdvajice polmakréonky. Dostaneme tak
ich mozné spéarovania, ku ktorym sta¢i pridat par (a,b), ¢im dostaneme vSetky mozné spréarovania danych 2k
polmakrénok obsahujuicich pér (a, b).

Ak toto spravime pre kazda dvojicu (a,b) tak po zavolani funkcie sparuj_polmakronky([1,2,...,2n]), do-
staneme vsetky mozné sparovania polmakronok. Potom nam uz len staci prejst si cez kazdu moznost a vybrat
si ti najkrajsiu (resp. vyhodnotit, Ze Kubik makrénky vyrobit nevie).

Kolko moznosti skuisame?

Pozrime sa teraz na pocet moznosti, ktory takito rekurzia prejde. Pri prvej polmakréonke mame na vyber
2n — 1 polmakréonok. Pri dalSej parovanej polmakrénke mame na vyber z 2n — 3 polmakronok. Pri dalSej
2n — 5. Toto pokracuje, az kym napokon mame na vyber iba 1. Formalne to vieme zapisat ako [[;_, (2k —1) =
2n—-1)-2n—3)----- 3 - 1. Toto cislo je zéroven pocet vsetkych moznych sparovani, takze algoritmus prejde
kazdym prave raz.

Tento odhad je sice velmi presny, ale trochu nesSikovny na zapisovanie. Aby sme si lepSie predstavili, kolko
moznosti vlastne skiiSame, mozeme spravit hruby horny odhad. Ak kazdy ¢initel v siéine [],_, (2k—1) zvicsime
o 1, dostaneme ovela krajsi sucin szl 2k, ¢o vieme lahko zapisat ako 2™ - n!. Pocet moznosti teda mézeme v
O-notécii zapisat ako O(2™ - n!), ¢o je vyrazné zlepSenie oproti O((2n)!).

Ide to este zlepsit?

Ukazali sme si, ze tento algoritmus skusa tolko moznosti, kolko je sparovani, takze algoritmus, ktory potrebuje
vygenerovat a prezriet vsetky mozné sparovania uz v najhorsom pripade byt efektivnejsi nevie.

Podobne ako sme ale videli aj na domécom kole, v niektorych vvstupoch vieme vylicit pomerne vela moznosti,
ak sa v nich nachadza par, ktory Kubik odmieta spojit.

Funciu sparuj_makronky () vieme jednoducho upravit, aby tieto moznosti nesktsala: ked vybera s ¢im sparovat
najmensiu zostavajicu polmakronku, pozrie sa pred zavolanim rekurzie, ¢i ide dany par vobec spojit. Ak nie,
nevolad uz rekurziu na zostavajice makronky, iba pokracuje s dals$im moznym parom.

Takto nam funkcia vrati iba sparovania, ktoré je Kubik ochotny urobit — ak nevrati ziadne, znamena to, ze pre
dant mnozinu polmakrénok ziadne akceptovatelné sparovanie neexistuje.

Listing programu (Python)

int (input ())

k [list (map (int, input().split())) for _ in range(2 * n)]
def sparuj_polmakronky (polmakronky) :
if len(polmakronky) == 2:
if k[polmakronky[0]] [polmakronky[1l]] < O:
return []
return [[(polmakronky[0], polmakronky[1l])]]
moznosti = []

for 1 in range(l, len(polmakronky)):
if k[polmakronky[0]] [polmakronky[i]] >= O:
bez_paru = polmakronky.copy ()
bez_paru.remove (polmakronky[0])
bez_paru.remove (polmakronky[i])
vysledok = sparuj_polmakronky (bez_paru)
for moznost in vysledok:
moznost .append ( (polmakronky[0], polmakronky[i]))
moznosti.append (moznost)
return moznosti

najlepsie = (-1, None)
moznosti = sparuj_polmakronky (list (range (0, 2 = n)))
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for moznost in moznosti:
krasa = 0
for a, b in moznost:
# sparuj_polmakronky generuje iba sparovatelne pary
krasa += k[a] [b]
if krasa > najlepsie[0]:
najlepsie = (krasa, moznost)

if najlepsie[0] == -1:
print ("neda_sa")
else:
print (najlepsie[0])
for a, b in najlepsie[l]:
print ("{}_{}".format(a + 1, b + 1))

B-11-4 Opravujice sa svetielkové kddovanie

Vasou tlohou je vymysliet také kédovanie, ktoré umozni Alici a Hanke poslat informéciu o lubovolnom case
medzi 14:00 a 22:31 pouzitim Stvorcovej mriezky svetielok. Navyse, toto kédovanie musi byt odolné voci jednej
chybe, teda Hanka musi vediet zistif spravny cCas aj v pripade, ze sa prave jedno svetielko rozsvietilo naopak
ako chcela Alica.

Najprv si ukdzme, ze mriezka 3 x 3 im stacit nebude. Pocet mintit medzi 14:00 a 22:31 je presne 8-60+32 = 512.
Mriezka 3 x 3 obsahuje 9 svetielok, pricom kazdé z nich mo6ze byt bud zapnuté alebo vypnuté. Dokopy je preto
29 = 512 réznych rozsvieteni tejto mriezky.

Navrhnuté kédovanie musi byt jednoznacné. To znamend, ze Hanka vie pomocou svetielok jednoznac¢ne urcit, o
ktory cCas sa jedna. Z toho vyplyva, ze kazdé rozsvietenie mriezky moze kédovat nanajvys jeden cas. Kedze vsak
pocet minut a pocet konfiguracii mriezky je rovnako velky, znamend to, ze kazdé rozsvietenie musi prislichat
niektorému z moznych c¢asov. Nevieme, na akom priradeni tychto ¢asov sa Alica s Hankou dohodni, ale kvoli
jednoznacnosti to musia spravit.

Tu ale nastave problém. Predstavme si, ze Alica chce Hanke poslat cas x, ktorému zodpoveda mriezka, na ktorej
st zhasnuté vsetky svetielka. Mriezka sa vsak pokazi a ked ju Hanka zapne, vidi na nej svietit jedno svetielko.
Aj takéto rozsvietenie musi zodpovedat nejakému moznému c¢asu y. Hanka preto nevie rozlisit medzi dvoma
moznostami, pre ktoré méa dat réznu odpoved — nevie povedat, ¢i sa mriezka nepokazila a Alica chcela poslat
Cas y alebo ¢ sa svetielko rozsvietilo kvoli chybe a Alica chcela poslat ¢as z. (A dokonca urcite existuju aj
mnohé dalsie ¢asy, pre ktoré tiez mohla dostat to isté rozsvietenie, len v désledku inej chyby ako pri case x.)
Tym padom ale toto kddovanie nie je odolné voci chybe, mriezka 3 x 3 je preto nedostatocna.

Zalohovanie

Pre zvysok vzorového riesenia budeme predpokladat, ze dievéata si ¢asy reprezentuji ako pocet minit od 14:00.
Chcti si preto medzi sebou poslat jedno ¢islo medzi 0 az 511 (vratane). Na reprezenticiu tohto ¢isla budi
pouzivat bindrnu sistavu, pomocou 9 svetielok teda vedia zakdédovat Tubovolné z tychto ¢isel a uspesne ho
precitaf.

Nasou ulohou je navrhnit kédovanie, ktoré dokéze nielen rozpoznat chybu, ale ju aj opravit. Mozeme sa preto
zamysliet, ako pristupujeme k oprave chyb (najmaé tych digitdlnych) v beznom zivote. Obvykly spdsob je vytva-
ranie zaloh. Ak sa nase ddta mozu pokazit, vytvorime si ich képiu, na ktoru sa v pripade problémov obratime.
Alica s Hankou tiez mézu vyuzit ,zalohovanie“ ked spravu, ktoru by chceli poslat nakopiruju. Napriklad ak
potrebuju 9 svetielok na zakdédovanie Casu, pri pouziti 18-tich svetielok vedia tento ¢as poslat v jednej sprave
dvakrat. Nanestastie, to im stacit nebude. Ak sa totiz dve polovice spravy nerovnaji, Hanka vie, Ze nastala
chyba, nevie vsak, v ktorej polovici.

Riesenie hrubou silou je pridanie dalsej képie do spravy. Chybu totiz Hanka rozozné tak, ze jedna z képii bude
ina ako zvysné dve Casti. A tie dve, ktoré sa rovnaju musia byt spravne. Na poslanie dvoch dodato¢nych kopii
budt potrebovat 27 svetielok a teda mriezku velkosti 6 x 6.

Hankinym problém pri posielani jednej képie je vsak iba to, Ze nevie, ktord z Casti je t4 spravna. Overenie
spravnosti sme vsak riesili na domacom kole, kde k sprave stacilo pridat jedno dodatocné svetielko. Konkrétne,
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Alica vie vyuzit pravidlo, ze 9 svetielok vyuzije na zakédovanie ¢asu a 10-te svetielko rozsvieti iba vtedy, ak je
pocet rozsvietenych svetielok neparny. To znamenad, Ze spravy, ktoré posiela Alica maji vzdy rozsvietené parne
mnozstvo svetielok a neparny pocet svetielok moéze nastat iba pri chybe svetielka.

Ak teda Alica pridd k sprave toto paritné svetielko a spravu raz nakopiruje, Hanka bude vediet zistit, ktord
polovica spravy je korektnéd a z nej odcita posielany c¢as. Na to budt potrebovat 10 + 10 = 20 svetielok, teda
mriezku 5 X 5.

Pre zaujimavost si mézete rozmysliet, ze bude postacovat ak sa paritné svetielko prida iba k jednej zo sprav,
takémuto rieSeniu teda bude postacovat 19 svetielok.

Viac paritnych svetielok

Poslat képiu spravy zaberd prilis vela svetielok. Ak si chceme vystacit s mriezkou 4 x 4, budeme musiet vymysliet
lepsi sposob. Uvedomme si, ze chyba, ktord nastava je jednoduché — svetielko sa rozsvietilo ked nemalo, alebo
naopak. Ak by sme teda vedeli, na ktorom mieste v sprave sa chyba vyskytla, vedeli by sme ju opravit. Stacilo
by zmenit stav prislusného svetielka.

Jedno paritné svetielko bolo dobré na to, aby ndm povedalo, ¢i chyba nastala. O jej pozicii sme sa vsak ne-
dozvedeli ni¢, nebolo to teda postacujice. Zaujimavé je, ze aj na posielanie kopie spravy sa vieme pozerat ako
na posielanie paritnych svetielok. Konkrétne, ak by sme ku kazdému svetielku spravy pridali jedno paritné
svetielko. Nasledne to, ktoré paritné svetielko nekorespondovalo s hodnotou spravy urcovalo, kde nastala chyba.
Toto riesenie bolo funkéné, ale pouzitych svetielok bolo prili§ vela.

Hladame teda nieco medzi. Chceli by sme pridat dost paritnych svetielok na to, aby sme vedeli jednoznac¢ne
urcit, kde nastala chyba, a zaroven aby ich nebolo prili§ vela a zmestili sme sa do mriezky 4 x 4.

Dolezitym pozorovanim je, Ze paritné svetielko sa dé pouzit na kontrolu lubovolnej sady svetielok. Napriklad si
mozeme povedat, ze vytvorime paritné svetielko x, ktoré bude kontrolovat rozsvietenie svetielok na poziciach
2, 5 a 6. Ak bude pocet svetielok medzi svetielkami 2, 5, 6 a = parny, vieme, ze vSetky tieto svetielka st v
poriadku. Naopak, ak bude nepdrny, budeme vediet, Ze chyba nastala bud na svetielku 2, 5, 6 alebo x (pozor,
aj samotné paritné svetielko sa moze pokazit).

Spomernme si, Ze na kédovanie ¢isel od 0 po 511 potrebuju Alica s Hankou vyuzit mriezku 3 x 3. Ak v tejto
sprave nastane chyba, ¢o ndm postacuje na jej jednoznaéné uréenie? Napriklad &slo riadka a &slo stipea, kde
chyba nastala. Ku kazdému riadku a kazdému stipcu preto priddme paritné svetielko, dokopy teda 6 svetielok
navyse.

Mriezka, ktora vznikne, potom vyzerd ako na nasledovnom obrazku. Cisla oznac¢uju svetielka pouzité na kédova-
nie spravy (tmavomodré policka) a hodnota p(z,y, z) je paritné svetielko k svetielkam ¢islo z, y a z (svetlomodré
svetielka).

0 1 2 p(0, 1, 2)
3 4 5 p(3, 4, 5)
6 7 8 p(6, 7, 8)

p(0,3,6) | p(1,4,7) | p(2,5,8)

Ak sa pokazi svetielko v rdmci Casti, ktord kéduje ¢as (mriezka 3 x 3), v danom riadku a stipei zrazu nebude
rozsvieteny parny pocet svetielok. Co Hanke jednoznac¢ne uréi, na ktorom mieste nastala chyba a staci, aby
spravu rozkédovala s tym, Ze na tejto pozicii je svetielko rozsvietené opac¢ne. Ak sa pokazi niektoré z paritnych
svetielok, ovplyvni to paritu iba v danom riadku alebo stipci, ktoré toto paritné svetielko dopliialo. Ak teda
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vidi, ze je pokazend iba jedna parita, vie, ze mriezka 3 x 3 je v poriadku. No a ak sa ziadne svetielko nepokazi,
vo vsetkych riadkoch aj stlpcoch bude rozsvieteny parny pocet svetielok a Hanka vie, ze vsetko je tak, ako to
poslala Alica.

Vsimnite si, ze pravé dolné svetielko v nasom kédovani vobec nepouzivame. Ak by sme Hanke chceeli zjednodusit
robotu, vieme toto policko vyuzit na kontrolu paritnych svetielok — bude to paritné svetielko pre paritné svetielka.
Alica toto svetielko rozsvieti tak, aby celkovy pocet rozsvietenych paritnych svetielok bol parny.

Hanka potom ako prvé skontroluje, ¢i sedi celkova parita paritnych svetielok. Ak nie, chyba nastala v nich, ale
tym padom je povodnd sprava v poriadku a staci ju precitat a paritné svetielka ignorovat. V opa¢nom pripade
su paritné svetielka v poriadku a vieme ich vyuzif na ndjdenie chyby (ak nastala).

Hammingovo kédovanie

V tejto ulohe ste tvorili takzvany ,samoopravny kod“. Teda sposob prenosu dat, ktory vie detegovat a tiez
opravovat chybu. Vo vasom pripade ste potrebovali korekciu jednej chyby, existuji vsak aj vSeobecnejsie riesenia
Nami navrhnuté riesenie nie je v skutocnosti najlepsie mozné a pocet svetielok potrebnych na kédovanie by sa
dal este zmensit. Stale by sme vSak potrebovali aspor mriezku 4 x 4, akuréat viac svetielok by bolo nevyuzitych,
preto toto riesenie nebolo potrebné na ziskanie plného pocétu bodov.

Tymto riesenim je Hammingovo kédovanie, ktoré vyuziva podobnd myslienku ako v predchadzajicej casti,
akurat efektivnejsie. Paritné svetielka st nastavené tak, aby poskytovali ¢o najviac moznej informécie. V nasom
rieSeni{ kazdé paritné svetielko kontroluje niektoré iné tri svetielka. Ak sa tato parita porusi, vieme, ze chyba je
v niektorom z tychto troch svetielok. Ak je vSak spravna, chyba méze byt vo zvysnych aZ siestich svetielkach.
Hammingovo kédovanie nastavuje paritné svetielka tak, aby davali informéaciu o polovici vsetkych svetielok.
Vdaka tomu, bez ohladu na to, ¢i je parita porusend alebo nie, vieme vylucit polovicu svetielok, ktoré su k
dizposicii — ak sa parita neporusi, vieme vylucit tie svetielka, ktoré st kontrolované (ktorych je polovica); ak sa
porusi, vylic¢ime t1i polovicu, ktoré nie sti kontrolované.

Presny sposob ako nastavit pokrytie paritnymi svetielkami tak, aby sme vzdy jednoznacne urcili kde nastala
chyba si viete ndjst alebo skusit rozmysliet. Principom je klast nasledovné otazky: Je spravne rozsvietend prva
polovica svetielok? Je spravne rozsvietend prva a tretia Stvrtina svetielok? Je spravne rozsvietend prva, tretia,
piata a siedma osmina svetielok? Atd. (Ako stvis{ takéto delenie do skupin s poradovymi éislami svetielok, ked
ich ¢islujeme od nuly a zapiSeme si ich v dvojkovej ststave?)
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