
MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA 2024/2025
Riešenia úloh školského kola kategórie A

1 Rozhodnite, či existujú navzájom rôzne reálne čı́sla 𝑎, 𝑏, 𝑐 také, že čı́sla 𝑎2+𝑏, 𝑏2+𝑐, 𝑐2+𝑎 sa v nejakom poradı́
rovnajú čı́slam 𝑎 + 𝑏2, 𝑏 + 𝑐2, 𝑐 + 𝑎2.

(Patrik Bak)
Riešenie 1:
Dokážeme, že takéto čı́sla neexistujú.
Existuje 3! čiže 6možnostı́ zostavenia sústavy troch rovnı́c, ktoré majú na ľavých stranách výrazy 𝑎2+𝑏, 𝑏2+𝑐,
𝑐2 + 𝑎 a na pravých stranách výrazy 𝑎 + 𝑏2, 𝑏 + 𝑐2, 𝑐 + 𝑎2. Ak by bol v niektorej zostavenej rovnici na oboch
stranách ten istý kvadratický člen, (naprı́klad ak 𝑎2 + 𝑏 = 𝑐 + 𝑎2, tak 𝑏 = 𝑐), čo zadanie nedovoľuje. Takže do
úvahy prichádzajú len dve sústavy, každá z nich je určená tým, ktorý z možných výrazov 𝑎 + 𝑏2, 𝑏 + 𝑐2 tvorı́ pár
s výrazom 𝑎2 + 𝑏:

• Prvá sústava je
𝑎2 + 𝑏 = 𝑎 + 𝑏2,
𝑏2 + 𝑐 = 𝑏 + 𝑐2,
𝑐2 + 𝑎 = 𝑐 + 𝑎2.

Prvú rovnicu ekvivalentne upravı́me na (𝑎−𝑏)(𝑎+𝑏−1) = 0, takže vzhľadom na predpoklad 𝑎 ≠ 𝑏musı́
platiť 𝑎 + 𝑏 = 1.
Podobne z druhej rovnice dostaneme 𝑏 + 𝑐 = 1, teda spolu 𝑎 = 1 − 𝑏 = 𝑐. Sústava preto nemá žiadne
riešenie s navzájom rôznymi čı́slami 𝑎, 𝑏, 𝑐.

• Druhá sústava je
𝑎2 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑐2,
𝑏2 + 𝑐 = 𝑐 + 𝑎2,
𝑐2 + 𝑎 = 𝑎 + 𝑏2.

Z 𝑎2 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑐2 vyplýva 𝑎2 = 𝑐2, z čoho vzhľadom na 𝑎 ≠ 𝑐 vyplýva 𝑐 = −𝑎.
Podobne z rovnice 𝑏2+𝑐 = 𝑐+𝑎2 vyplýva 𝑏 = −𝑎. Spolumáme 𝑏 = 𝑐, teda ani táto sústava nemá riešenie
s požadovanou vlastnosťou.

Poznámka:
V riešenı́ sme vlastne ukázali, že ak sa čı́sla 𝑎2+𝑏, 𝑏2+𝑐, 𝑐2+𝑎 v nejakom poradı́ rovnajú čı́slam 𝑎+𝑏2, 𝑏+𝑐2,
𝑐 + 𝑎2, tak niektoré dve z čı́sel 𝑎, 𝑏, 𝑐 musia byť rovnaké. Ľahko sa dá overiť, že platı́ aj opačná implikácia –
ak sa rovnajú niektoré dve z čı́sel 𝑎, 𝑏, 𝑐, tak sa (v nejakom poradı́) rovnajú aj čı́sla 𝑎2 + 𝑏, 𝑏2 + 𝑐, 𝑐2 + 𝑎 čı́slam
𝑎 + 𝑏2, 𝑏 + 𝑐2, 𝑐 + 𝑎2. (Naprı́klad v prı́pade 𝑏 = 𝑎 sú obe trojice tvorené čı́slami 𝑎2 + 𝑎, 𝑎2 + 𝑐, 𝑐2 + 𝑎.)
Riešenie 2:
Predpokladajme, že určité čı́sla 𝑎, 𝑏, 𝑐 podmienky zadania splƵňajú. Rozoberieme tri prı́pady podľa toho, čomu
sa rovná čı́slo 𝑎2 + 𝑏:

• Nech 𝑎2 + 𝑏 = 𝑎 + 𝑏2.
Z toho ekvivalentne dostaneme (𝑎−𝑏)(𝑎+𝑏−1) = 0, takže𝑎 = 𝑏 alebo𝑎+𝑏 = 1. Prvý prı́pad neprichádza
do úvahy, pretože čı́sla 𝑎 a 𝑏 sú zo zadania rôzne. Takže v tomto prı́pade musı́ platiť 𝑎 + 𝑏 = 1.

• Nech 𝑎2 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑐2.
Z toho ekvivalentne dostaneme (𝑎 − 𝑐)(𝑎 + 𝑐) = 0. Podľa zadania však 𝑎 − 𝑐 ≠ 0, takže v tomto prı́pade
musı́ platiť 𝑎 + 𝑐 = 0.

• Nech 𝑎2 + 𝑏 = 𝑐 + 𝑎2.
Z toho ekvivalentne dostaneme 𝑏 = 𝑐, čo však zadanie vylučuje. Tento prı́pad teda nemôže nastať.



Celkovo nám vyšlo, že vždy musı́ platiť 𝑎 + 𝑏 = 1 alebo 𝑎 + 𝑐 = 0.
Podobne rozobratı́m prı́padov podľa toho, čomu sa rovná čı́slo 𝑏2 + 𝑐, zistı́me, že musı́ platiť 𝑏 + 𝑐 = 1 alebo
𝑏 + 𝑎 = 0. A podobne musı́ tiež platiť 𝑐 + 𝑎 = 1 alebo 𝑐 + 𝑏 = 0.
Každý z troch súčtov 𝑎 + 𝑏, 𝑏 + 𝑐, 𝑐 + 𝑎 je teda rovný buď 0, alebo 1. Aspoň dva súčty preto musia mať rovnakú
hodnotu. Bez ujmy na všeobecnosti nech sú to súčty 𝑎 + 𝑏 a 𝑏 + 𝑐. Potom 𝑎 = 𝑐, čo je spor s predpokladom, že
všetky tri čı́sla 𝑎, 𝑏, 𝑐 sú rôzne.
Zƽ iadna vyhovujúca trojica (𝑎, 𝑏, 𝑐) teda nevyhovuje.
Pokyny:
V neúplných riešeniach oceňte čiastočné kroky z vyššie popı́saných postupov nasledovne:
A. Správna odpoveď (aj bez zdôvodnenia): 1 bod.
B. Zdôvodnenie, že navzájom rôzne čı́sla𝑎, 𝑏, 𝑐musia splƵňať takú sústavu rovnı́c, v ktorej sú všetky tri rovnice

buď typu 𝑥2 + 𝑦 = 𝑥 + 𝑦2, alebo typu 𝑥2 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑧2: 2 body.
C1. Vyriešenie sústavy, v ktorej sú všetky tri rovnice typu 𝑥2 + 𝑦 = 𝑥 + 𝑦2: 2 body
C2. Vyriešenie sústavy, v ktorej sú všetky tri rovnice typu 𝑥2 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑧2: 2 body
D1. Zdôvodnenie, že z 𝑥2 + 𝑦 = 𝑥 + 𝑦2 vyplýva 𝑥 = 𝑦 alebo 𝑥 + 𝑦 = 1 (možno sa aj odvolať na výsledok

z domáceho kola): 1 bod.
D2. Zdôvodnenie, že z 𝑥2 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑧2 vyplýva 𝑥 = 𝑧 alebo 𝑥 = −𝑧: 1 bod.
Celkovo potom za neúplné riešenie dajte najväčšiu z týchto hodnôt:

• počet bodov za A,
• súčet počtov bodov za B, C1 a C2,
• súčet počtov bodov za B, D1 a D2.

2 Nech 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 je konvexný päťuholnı́k taký, že |𝐴𝐵| = |𝐶𝐵|, |𝐴𝐸| = |𝐷𝐸|, 𝐴𝐶 ⟂ 𝐴𝐷 a 𝐶𝐷 ∥ 𝐵𝐸. Dokážte, že
trojuholnı́ky 𝐴𝐵𝐶 a 𝐴𝐸𝐷 majú rovnaké obsahy.

(Patrik Bak)
Riešenie 1:
Trojuholnı́k 𝐴𝐶𝐷 má podľa zadania pravý uhol 𝐷𝐴𝐶. Označme 𝑃, 𝑄, 𝑅 postupne stredy jeho strán 𝐴𝐶, 𝐶𝐷, 𝐷𝐴.
Keďže 𝑃𝑄 je stredná priečka trojuholnı́ka 𝐴𝐶𝐷, platı́ |𝑃𝑄| = 1

2 |𝐴𝐷| a 𝑃𝑄 ∥ 𝐴𝐷, čo vzhľadom na 𝐴𝐷 ⟂ 𝐴𝐶
znamená aj 𝑃𝑄 ⟂ 𝐴𝐶, a preto je priamka 𝑃𝑄 osou strany 𝐴𝐶, na ktorej navyše vďaka podmienke |𝐴𝐵| = |𝐵𝐶|
ležı́ aj vrchol 𝐵. Podobne stredná priečka 𝑄𝑅 má dlƵžku 1

2 |𝐴𝐶| a priamka 𝑄𝑅 je osou strany 𝐴𝐷, na ktorej podľa
zadania ležı́ aj vrchol 𝐸.

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷

𝐸

𝑃

𝑄𝑅

Keďže 𝐶𝐷 ∥ 𝐵𝐸 a stredná priečka 𝑃𝑅 je rovnobežná so stranou 𝐶𝐷, platı́ tiež 𝑃𝑅 ∥ 𝐵𝐸. Podľa vety uu tak sú
trojuholnı́ky 𝐵𝑄𝐸 a 𝑃𝑄𝑅 podobné, a preto platı́

|𝐵𝑃|
1
2 |𝐴𝐷|

+ 1 =
|𝐵𝑃|
|𝑃𝑄| + 1 =

|𝐵𝑃| + |𝑃𝑄|
|𝑃𝑄| =

|𝐵𝑄|
|𝑃𝑄| =

|𝐸𝑄|
|𝑅𝑄| =

|𝐸𝑅| + |𝑅𝑄|
|𝑅𝑄| =

|𝐸𝑅|
|𝑅𝑄| + 1 =

|𝐸𝑅|
1
2 |𝐴𝐶|

+ 1.

Z porovnania oboch krajných výrazov vyplýva

1
2 |𝐴𝐶| ⋅ |𝐵𝑃| =

1
2 |𝐴𝐷| ⋅ |𝑅𝐸| ,

t. j. S(𝐴𝐵𝐶) = S(𝐴𝐸𝐷).



Poznámka:
UƵ vahy o stredných priečkach možno motivovať nasledovne. Na vyjadrenie obsahov rovnoramenných trojuhol‑
nı́kov 𝐴𝐵𝐶 a 𝐴𝐸𝐷 využijeme ich výšku ležiacu na osiach základnı́ 𝐴𝐶, resp. 𝐴𝐷. Sú to súčasne osi odvesien
pravouhlého trojuholnı́ka 𝐴𝐶𝐷, takže sa pretı́najú v strede jemu opı́sanej kružnice, ktorým je stred jeho pre‑
pony 𝐶𝐷.
Riešenie 2:
Nech 𝑄 je stred strany 𝐶𝐷. Rovnako ako v prvom riešenı́ ukážeme, že bod 𝐵 ležı́ na priamke strednej priečky
trojuholnı́ka 𝐴𝐶𝐷 rovnobežnej so stranou 𝐴𝐷. Preto platı́

S(𝐴𝐵𝐷) = S(𝐴𝐵𝑄) = 1
2S(𝐴𝐶𝐷).
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Zdvojakéhovyjadrenia obsahu štvoruholnı́ka𝐴𝐵𝐶𝐷 v tvare S(𝐴𝐵𝐶)+S(𝐴𝐶𝐷) = S(𝐵𝐶𝐷)+S(𝐴𝐵𝐷) tak vychádza

S(𝐴𝐵𝐶) = S(𝐵𝐶𝐷) + S(𝐵𝐶𝐷) − S(𝐴𝐶𝐷) = S(𝐵𝐶𝐷) + 1
2S(𝐴𝐶𝐷) − S(𝐴𝐶𝐷) = S(𝐵𝐶𝐷) − 1

2S(𝐴𝐶𝐷).

UƵ plne analogickou úvahou pre štvoruholnı́k𝐴𝐶𝐷𝐸 odvodı́me vzťah S(𝐴𝐸𝐷) = S(𝐸𝐶𝐷)− 1
2S(𝐴𝐶𝐷). Požadovaný

záver S(𝐴𝐵𝐶) = S(𝐴𝐸𝐷) tak bude dokázaný, ak overı́me rovnosť S(𝐵𝐶𝐷) = S(𝐸𝐶𝐷). Tá však vyplýva z pod‑
mienky 𝐶𝐷 ∥ 𝐵𝐸, pretože trojuholnı́ky 𝐵𝐶𝐷 a 𝐸𝐶𝐷majú spoločnú stranu 𝐶𝐷 a zhodnú prı́slušnú výšku.
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Riešenie 3:
Nech ሬሬ⃗𝑢 = ሬሬሬሬሬ⃗𝐴𝐶 a ሬሬ⃗𝑣 = ሬሬሬሬሬሬ⃗𝐴𝐷, podľa zadania sú tieto vektory navzájom kolmé. Vďaka tomu pre vhodné kladné čı́sla 𝑟
a 𝑝 platia rovnosti

ሬሬሬሬሬ⃗𝐴𝐵 = 1
2 ሬሬ⃗𝑢 − 𝑟ሬሬ⃗𝑣

a
ሬሬሬሬሬ⃗𝐴𝐸 = 1

2 ሬሬ⃗𝑣 − 𝑝ሬሬ⃗𝑢.

Význam čı́sel 𝑟 a 𝑝 je jasný: V rovnoramennom trojuholnı́ku 𝐴𝐵𝐶 je 𝑟 |ሬሬ⃗𝑣| dlƵžka výšky na základňu 𝐴𝐶 dlƵžky |ሬሬ⃗𝑢|,
teda navyše platı́ S(𝐴𝐵𝐶) = 1

2𝑟 ⋅ |ሬሬ⃗𝑢| ⋅ |ሬሬ⃗𝑣|. Podobne je to s významom čı́sla 𝑝, ktorý vedie k rovnosti S(𝐴𝐸𝐷) =
1
2𝑝 ⋅ |ሬሬ⃗𝑢| ⋅ |ሬሬ⃗𝑣|.



𝐴
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𝐸

ሬሬ⃗𝑢

ሬሬ⃗𝑣

1
2 ሬሬ⃗𝑢

1
2 ሬሬ⃗𝑣

−𝑝ሬሬ⃗𝑢

−𝑟ሬሬ⃗𝑣

Potrebujeme tak dokázať rovnosť 𝑟 = 𝑝. Odvodı́me ju zo zadanej podmienky 𝐶𝐷 ∥ 𝐵𝐸. Keďže ሬሬሬሬሬሬ⃗𝐶𝐷 = ሬሬሬሬሬሬ⃗𝐴𝐷− ሬሬሬሬሬ⃗𝐴𝐶 =
ሬሬ⃗𝑣 − ሬሬ⃗𝑢, platı́

ሬሬሬሬሬ⃗𝐵𝐸 = ሬሬሬሬሬ⃗𝐴𝐸 − ሬሬሬሬሬ⃗𝐴𝐵 = ቆ12 ሬሬ⃗𝑣 − 𝑝ሬሬ⃗𝑢ቇ − ቆ12 ሬሬ⃗𝑢 − 𝑟ሬሬ⃗𝑣ቇ = ቆ12 + 𝑟ቇ (ሬሬ⃗𝑣 − ሬሬ⃗𝑢) + (𝑟 − 𝑝)ሬሬ⃗𝑢 = ቆ12 + 𝑟ቇ ሬሬሬሬሬሬ⃗𝐶𝐷 + (𝑟 − 𝑝)ሬሬ⃗𝑢.

Vektory ሬሬሬሬሬ⃗𝐵𝐸 a ሬሬሬሬሬሬ⃗𝐶𝐷 sú rovnobežné a vektor ሬሬ⃗𝑢 je s nimi rôznobežný. Aby platila rovnosť, musı́ byť vektor (𝑟 − 𝑝)ሬሬ⃗𝑢
nulový. Teda 𝑟 = 𝑝.
Pokyny:
V neúplných riešeniach oceňte čiastočné kroky z vyššie popı́saných postupov nasledovne:
A. Dokreslenie stredov aspoň dvoch strán trojuholnı́ka 𝐴𝐶𝐷 (body 𝑃, 𝑄, 𝑅 v prvom riešenı́): 1 bod.

B1. Zdôvodnenie, že body 𝐵, 𝑃, 𝑄 (alebo analogicky 𝐸, 𝑅, 𝑄) ležia na rovnakej priamke: 2 body.
B2. Zdôvodnenie, že trojuholnı́ky 𝐵𝑄𝐸 a 𝑃𝑄𝑅 sú podobné: 2 body.
C1. Zdôvodnenie, že S(𝐴𝐵𝐷) = 1

2S(𝐴𝐶𝐷) (alebo analogicky pre 𝐸): 2 body.
C2. Zdôvodnenie, že S(𝐵𝐶𝐷) = S(𝐸𝐶𝐷): 1 bod.
Celkovo potom za neúplné riešenie dajte najväčšiu z týchto hodnôt:

• počet bodov za A,
• súčet počtov bodov za B1 a B2,
• súčet počtov bodov za C1 a C2.

3 Povieme, že prirodzené čı́slo je ploché, keď sú všetky jeho cifry rovnaké. (Aj jednociferné čı́sla považujeme
za ploché.) Rozhodnite, či sa dá každé prirodzené čı́slo, ktoré nie je ploché, vyjadriť ako súčet niekoľkých navzá‑
jom rôznych plochých čı́sel.

(Jozef Rajnı́k)
Riešenie 1:
Aj prirodzené čı́slo 0 je ploché, jeho prı́tomnosť v uvažovaných súčtoch je však nepodstatná. Budeme preto
pracovať len s kladnými plochými čı́slami.
Označme 𝐽𝑛 čı́slo zložené z 𝑛 ciϐier 1, teda 𝐽1 = 1, 𝐽2 = 11, 𝐽3 = 111 a tak ďalej. Potom 𝑛‑ciferné kladné ploché
čı́sla sú práve čı́sla 𝐽𝑛 , 2𝐽𝑛 , …, 9𝐽𝑛 a najmenšie (𝑛 + 1)‑ciferné ploché čı́slo je 𝐽𝑛+1, kde

𝐽𝑛+1 = 1…1ᇣᇤᇥ
(𝑛 + 1)‑krát

= 1…1ᇣᇤᇥ
𝑛‑krát

0 + 1 = 10𝐽𝑛 + 1.

Nech𝑚 je ľubovoľné kladné prirodzené čı́slo, máme za úlohu vyjadriť𝑚 ako súčet navzájom rôznych plochých
čı́sel. Vhodné ploché čı́sla hľadáme postupne. Najskôr nájdeme najväčšie ploché čı́slo, ktoré je menšie alebo
rovnaké ako 𝑚 (aspoň jedno takéto ploché čı́slo určite existuje, pretože 𝐽1 = 1). Predpokladajme, že týmto
najväčšı́m čı́slom je 𝑑𝐽𝑘 , pričom 𝑑 ∈ {1,… , 9}. Ak 𝑚 = 𝑑𝐽𝑘 , tvrdenie je dokázané. V opačnom prı́pade zostáva
vyjadriť čı́slo𝑚−𝑑𝐽𝑘 , čo urobı́me analogicky tak, že nájdeme najväčšie ploché čı́slo, ktoré jemenšie alebo rovné
𝑚−𝑑𝐽𝑘 , a tak ďalej. Rozdiely, ktoré zostáva vyjadriť, nadobúdajú prirodzené hodnoty a stále sa zmenšujú, takže
po konečne veľa krokoch takto vyjadrı́me𝑚 ako súčet niekoľkých plochých čı́sel.
Musı́me ešte zdôvodniť, že takto vybrané ploché čı́sla sú navzájom rôzne. Na to stačı́ dokázať, že prvé vybrané
čı́slo 𝑑𝐽𝑘 splƵňa 𝑑𝐽𝑘 > 1

2𝑚. Potom totiž bude každé vybrané čı́slo väčšie ako súčet všetkých plochých čı́sel vy‑
braných neskôr, takže špeciálne budú každé dve vybrané ploché čı́sla rôzne.
Na dôkaz nerovnosti 𝑑𝐽𝑘 >

1
2𝑚 rozlı́šime dva prı́pady:



• Ak 𝑑 ∈ {1,… , 8}, tak 𝑚 < (𝑑 + 1)𝐽𝑘 , pretože inak by sme ako najväčšie ploché čı́slo vzali čı́slo (𝑑 + 1)𝐽𝑘 ,
prı́padne nejaké ešte väčšie ploché čı́slo. Spojenı́m so zrejmou nerovnosťou (𝑑 + 1)𝐽𝑘 ≤ 2𝑑𝐽𝑘 dostávame
𝑚 < (𝑑 + 1)𝐽𝑘 ≤ 2𝑑𝐽𝑘 , teda 𝑑𝐽𝑘 >

1
2𝑚.

• Ak 𝑑 = 9, tak podobne ako v predchádzajúcom prı́pade platı́𝑚 < 𝐽𝑘+1. Keďže 𝐽𝑘+1 = 10𝐽𝑘 + 1 < 2 ⋅ (9𝐽𝑘),
platı́ aj𝑚 < 𝐽𝑘+1 ≤ 2 ⋅ (9𝐽𝑘), teda 9𝐽𝑘 >

1
2𝑚.

Odpoveď na otázku zo zadania je teda pozitıv́na.
Poznámka:
Kladnú odpoveď zo zadania možno zovšeobecniť na takéto platné tvrdenie:
Nech (𝑎𝑖)∞𝑖=0 je nekonečná všade rastúca postupnosť prirodzených čı́sel taká, že 𝑎0 = 1 a 𝑎𝑖+1 ≤ 2𝑎𝑖 pre každé
prirodzené čı́slo 𝑖. Potom každé prirodzené čı́slo 𝑛 je možné vyjadriť ako súčet niektorých navzájom rôznych
členov postupnosti (𝑎𝑖)∞𝑖=0.
Sƽpeciálne prı́pad, keď 𝑎0 = 1 a 𝑎𝑖+1 = 2𝑎𝑖 pre každé prirodzené čı́slo 𝑖, t. j. keď 𝑎𝑖 = 2𝑖 , znamená, že každé
kladné prirodzené čı́slo možno vyjadriť ako súčet niektorých mocnı́n čı́sla 2, t. j. v binárnom zápise. Jeho cifra 1
na 𝑖. mieste sprava totiž vyjadruje prı́tomnosť čı́sla 2𝑖−1 čiže 𝑎𝑖−1 v takomto súčte a 0 jeho neprı́tomnosť.
Riešenie 2:
Označme 𝐽𝑛 čı́slo zložené z 𝑛 ciϐier 1. Potom 𝐽𝑛+1 = 10𝐽𝑛 + 1.
Pre kladné prirodzené čı́slo 𝑛 uvažujme tvrdenie 𝑇(𝑛):
Každé prirodzené čı́slo menšie ako 𝐽𝑛+1 sa dá vyjadriť ako súčet niekoľkých navzájom rôznych nanajvýš 𝑛‑
‑ciferných plochých čı́sel.
Matematickou indukciou dokážeme, že tvrdenie 𝑇(𝑛) platı́ pre každé kladné prirodzené čı́slo 𝑛. Tým bude úloha
vyriešená.
1. Aby sme dokázali platnosť 𝑇(1), stačı́ vyjadriť všetky prirodzené čı́sla menšie ako 𝐽2 čiže 11: Cƽ ı́sla 0, 1, …,

9 sú samy ploché a čı́slo 10môžeme vyjadriť naprı́klad ako 9 + 1. Teda tvrdenie 𝑇(1) platı́.
2. Predpokladajme ďalej, že pre nejaké kladné prirodzené čı́slo 𝑛 platı́ tvrdenie 𝑇(𝑛). Dokážeme, že potom

platı́ aj tvrdenie 𝑇(𝑛 + 1). Máme teda vyjadriť čı́sla 0, 1, …, 𝐽𝑛+2 − 1 pomocou navzájom rôznych nanajvýš
(𝑛 + 1)‑ciferných plochých čı́sel. Rozlı́šime štyri prı́pady:
• Cƽ ı́sla 0, 1, …, 𝐽𝑛+1−1 sa dajú podľa indukčného predpokladu takto vyjadriť dokonca pomocou nanajvýš
𝑛‑ciferných plochých čı́sel.

• Cƽ ı́sla 𝐽𝑛+1, 2𝐽𝑛+1, …, 9𝐽𝑛+1 sú samy ploché.
• Nech 𝑖 ∈ {1, … , 9}, potom dokážeme vyjadriť každé čı́slo tvaru 𝑖𝐽𝑛+1 + 𝑧, kde 1 ≤ 𝑧 ≤ 𝐽𝑛+1 − 1,
nasledovne: Cƽ ı́slo 𝑧 vyjadrı́me podľa indukčného predpokladu ako súčet niekoľkých navzájom rôznych
nanajvýš 𝑛‑ciferných plochých čı́sel a k tomuto súčtu pridáme ploché čı́slo 𝑖𝐽𝑛+1, ktoré je rôzne od
ostatných sčı́tancov, pretože má 𝑛+1 ciϐier. Tým sme našli požadované vyjadrenia všetkých prirodze‑
ných čı́sel až po čı́slo 9𝐽𝑛+1 + (𝐽𝑛+1 − 1) čiže 10𝐽𝑛+1 − 1.

• Cƽ ı́slo 𝐽𝑛+1 − 1 čiže 10𝐽𝑛+1 je súčtom dvoch rôznych (𝑛 + 1)‑ciferných plochých čı́sel 9𝐽𝑛+1 a 𝐽𝑛+1.
Pokyny:
V neúplných riešeniach oceňte čiastočné kroky z vyššie popı́saných postupov nasledovne:
A1. Dôkaz 𝐽𝑛+1 = 10𝐽𝑛 + 1, pričom 𝐽𝑛 , resp. 𝐽𝑛+1 sú najmenšie 𝑛‑ a (𝑛 + 1)‑ciferné ploché čı́sla: 1 bod
A2. Uvažovanie najväčšieho plochého čı́sla neprevyšujúceho vyjadrované čı́slo𝑚: 1 bod.
B1. Opis fungujúceho postupu, napr. ako v prvom riešenı́ (bez zdôvodnenia jeho správnosti): 2 body.
B2. Dôkaz 𝑝𝑘+1 ≤ 2𝑝𝑘 , pričom (𝑝𝑖)∞𝑖=0 je rastúca postupnosť všetkých plochých čı́sel: 2 body
B3. Dôkaz správnosti opı́saného postupu (použité čı́sla sú ploché a navzájom rôzne): 4 body
C. Takmer úplný dôkaz indukciou, ktorý zabúda len na prı́pad𝑚 = 10𝐽𝑛: 5 bodov

Celkovo potom za neúplné riešenie dajte najväčšiu z týchto hodnôt:
• súčet počtov bodov za A1 a A2,
• súčet počtov bodov za B1 a B2,
• súčet počtov bodov za B1 a B3,
• počet bodov za C.
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